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2.2 第 5讲 理想运算、主开集与谱映射

理想上的包含关系经 𝐼 ↦ 𝑉𝐴(𝐼) 反转为闭集的包含关系. 和、积与交使这项对应
具体可算；商映射、中国剩余定理与环同态则把这些运算转化为素谱上的几何关系.

2.2.1 理想的和、交与积

定义 2.15 (三种理想运算). 设 𝐼, 𝐽 ⊆ 𝐴为理想. 它们的 .和、.交与 .积分别为

𝐼 + 𝐽 = {𝑎 + 𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽}, 𝐼 ∩ 𝐽 = {𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐼 且𝑎 ∈ 𝐽},

以及
𝐼𝐽 = {∑𝑟

𝜈=1 𝑎𝜈𝑏𝜈 ∶ 𝑟 ≥ 0, 𝑎𝜈 ∈ 𝐼, 𝑏𝜈 ∈ 𝐽} .

须注意 𝐼𝐽 不是单纯的乘积集合 {𝑎𝑏 ∶ 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽}，而是由两者元素乘积生成的理想.

逐项验证可知，这三个集合都是理想. 和 𝐼 + 𝐽 是同时包含 𝐼, 𝐽 的最小理想，交
𝐼 ∩ 𝐽 是同时包含于 𝐼, 𝐽 的理想中最大的一个. 对积则有

𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽,

因为每个 𝑎𝜈𝑏𝜈 同时属于 𝐼 与 𝐽. 这个包含一般不是等号（见下文尖点曲线的例子）. 另
一方面，中国剩余定理给出等式成立的条件. 对任意一族理想 (𝐼𝜆)𝜆∈Λ，定义它们的和
∑𝜆∈Λ 𝐼𝜆 为同时包含每个 𝐼𝜆 的最小理想；这样的理想存在，因为所有满足条件的理想
之交仍是理想，而 𝐴本身满足条件. 这个定义给出具体公式

∑𝜆∈Λ 𝐼𝜆 = {𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑟 ∶ 𝑟 ≥ 0, 𝜆𝑗 ∈ Λ, 𝑎𝑗 ∈ 𝐼𝜆𝑗} .

事实上，记右端为 𝑆. 空和为 0，而有限和的加法、取负以及乘以 𝐴中的元素仍是同类的
有限和，所以 𝑆是理想. 取 𝑟 = 1可见它包含每个 𝐼𝜆；反过来，任何包含所有 𝐼𝜆 的理想
都包含 𝑆. 因此 𝑆正是上述最小理想.

命题 2.16 (理想与闭集运算). 设 𝐼, 𝐽 ⊆ 𝐴为理想，并设 (𝐼𝜆)𝜆∈Λ 为任意一族理想. 则

𝑉𝐴(𝐼 + 𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼) ∩ 𝑉𝐴(𝐽), ⋂𝜆∈Λ 𝑉𝐴(𝐼𝜆) = 𝑉𝐴(∑𝜆∈Λ 𝐼𝜆) ,

而且
𝑉𝐴(𝐼𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼 ∩ 𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼) ∪ 𝑉𝐴(𝐽).

特别地，理想的和对应闭集的交；理想的积与交都对应闭集的并.
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证明. 对 𝔭 ∈ Spec 𝐴，有

𝔭 ∈ 𝑉𝐴(𝐼 + 𝐽) ⟺ 𝐼 + 𝐽 ⊆ 𝔭
⟺ 𝐼 ⊆ 𝔭且𝐽 ⊆ 𝔭
⟺ 𝔭 ∈ 𝑉𝐴(𝐼) ∩ 𝑉𝐴(𝐽).

由最小性，∑𝜆 𝐼𝜆 ⊆ 𝔭当且仅当每个 𝐼𝜆 都包含于 𝔭，这给出第一行公式中的第二个.

若 𝔭 包含 𝐼 或 𝐽，则它包含 𝐼 ∩ 𝐽，进而由 𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽 包含 𝐼𝐽. 只需证明最后一
个条件推出第一个条件. 设 𝐼𝐽 ⊆ 𝔭 而 𝐼 ⊈ 𝔭，并取 𝑎 ∈ 𝐼 ∖ 𝔭. 对每个 𝑏 ∈ 𝐽，都有
𝑎𝑏 ∈ 𝐼𝐽 ⊆ 𝔭；由 𝔭的素性以及 𝑎 ∉ 𝔭，可得 𝑏 ∈ 𝔭. 因此 𝐽 ⊆ 𝔭. 三个条件于是等价，从
而 𝑉𝐴(𝐼𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼 ∩ 𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼) ∪ 𝑉𝐴(𝐽).

整数环中的计算. 对正整数 𝑚, 𝑛，令 𝑑 = gcd(𝑚, 𝑛)、ℓ = lcm(𝑚, 𝑛). 由 Bézout等式

(𝑚) + (𝑛) = (𝑑), (𝑚) ∩ (𝑛) = (ℓ), (𝑚)(𝑛) = (𝑚𝑛).

例如
(12) + (18) = (6), (12) ∩ (18) = (36), (12)(18) = (216).

后两个理想不同，但 36与 216具有相同的素因子 2, 3，所以 𝑉ℤ((36)) = 𝑉ℤ((216)) =
{(2), (3)}. 这正说明闭集只看见理想的根，而看不见素因子的重数.

尖点曲线. 设 𝑘为域，并在 𝑘[𝑡]中取子环（因而是整环）𝐴 = 𝑘[𝑡2, 𝑡3]. 考虑环同态

𝜑∶ 𝑘[𝑋, 𝑌] → 𝐴, 由 𝑋 ↦ 𝑡2, 𝑌 ↦ 𝑡3 给出.

它是满的. 我们来计算这个环同态的核. 每个多项式 𝑓 (𝑋, 𝑌) ∈ 𝑘[𝑋, 𝑌]模掉 𝑌2 − 𝑋3

都有形如 𝑎(𝑋) + 𝑌𝑏(𝑋) 的唯一余式. 若此余式代入 (𝑡2, 𝑡3) 后为零，则 𝑎(𝑡2) +
𝑡3𝑏(𝑡2) = 0. 两项所含的 𝑡-次数一偶一奇，故 𝑎(𝑡2) = 𝑏(𝑡2) = 0，这说明

𝑎(𝑋)和 𝑏(𝑋)在变量替换 𝑘[𝑋] → 𝑘[𝑡2], 𝑋 ↦ 𝑡2

的环同态像均为 0. 但该代换是单射，所以 𝑎 = 𝑏 = 0，核 ker(𝜑) = (𝑌2 − 𝑋3)，从而

𝐴 ≅ 𝑘[𝑋, 𝑌]/(𝑌2 − 𝑋3).

令 𝔪 = (𝑡2, 𝑡3). 由 𝐴/𝔪 ≅ 𝑘 可知 𝔪 是极大理想，但它不是主理想. 为此，对
非零 𝑓 ∈ 𝐴 以 𝜈(𝑓 ) 表示 𝑓 中出现的最低 𝑡-次数. 其可能值为 0, 2, 3, …，且 𝜈(𝑓 𝑔) =
𝜈(𝑓 ) + 𝜈(𝑔). 若 𝔪 = (𝑓 )，则 𝑓 ∈ 𝔪 使 𝜈(𝑓 ) ≥ 2；由 𝑡2 = 𝑓 𝑔 必有 𝜈(𝑓 ) = 2，再由
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𝑡3 = 𝑓 ℎ 得 𝜈(ℎ) = 1，矛盾. 因而 𝐴 不是主理想整环（principal ideal domain, PID），
即 𝐴中存在不能由一个元素生成的理想.

现取 𝐼 = (𝑡2), 𝐽 = (𝑡3). 直接计算得

𝐼 + 𝐽 = 𝔪, 𝐼𝐽 = (𝑡5), 𝐼 ∩ 𝐽 = (𝑡5, 𝑡6).

实际上，𝑡2𝐴中可出现的单项式次数为 2, 4, 5, 6, …，而 𝑡3𝐴中的次数为 3, 5, 6, 7, …. 两
者共有的次数正是 5, 6, 7, …，它们由 𝑡5, 𝑡6 生成. 特别地，𝑡6 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽 却不属于 (𝑡5)，因
为否则必有 𝑡 ∈ 𝐴. 于是 𝐼𝐽 ⊊ 𝐼 ∩ 𝐽.

然而 (𝑡3)2 = (𝑡2)3，故一个素理想包含 𝑡2 当且仅当它包含 𝑡3. 由此得到

𝑉𝐴(𝐼) = 𝑉𝐴(𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼 + 𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼 ∩ 𝐽) = {𝔪}.

这一例也能看出，虽然理想 𝐼𝐽 与 𝐼 ∩ 𝐽 不同，但它们确定相同的 Zariski闭子集.

命题 2.17 (商环的素谱). 设 𝐿 ⊆ 𝐴是理想，且 𝜌 ∶ 𝐴 → 𝐴/𝐿是商同态. 则

𝜌∗ ∶ Spec(𝐴/𝐿) ⟶ 𝑉𝐴(𝐿), 𝔭̄ ⟼ 𝜌−1(𝔭̄)

是双射，其逆映射为 𝔭 ↦ 𝔭/𝐿. 赋予 𝑉𝐴(𝐿)从 Spec 𝐴继承的子空间拓扑后，𝜌∗是同胚.

证明. 由商同态的满射性，𝐽 ↦ 𝐽/𝐿与 ̄𝐽 ↦ 𝜌−1( ̄𝐽)给出 𝐴中包含 𝐿的理想与 𝐴/𝐿的
理想之间的互逆对应. 又因为 (𝐴/𝐿)/(𝐽/𝐿) ≅ 𝐴/𝐽，所以 𝐽 是素理想当且仅当 𝐽/𝐿是
素理想，这就给出所述双射. 现在证明 𝜌∗ 是同胚. 对每个包含 𝐿的理想 𝐽，有

𝜌∗(𝑉𝐴/𝐿(𝐽/𝐿)) = 𝑉𝐴(𝐽).

左端遍历 Spec(𝐴/𝐿) 的全部闭集在此双射下的像，而 𝑉𝐴(𝐿) 中的每个闭集都形如
𝑉𝐴(𝐼) ∩ 𝑉𝐴(𝐿) = 𝑉𝐴(𝐼 + 𝐿). 因而这个双射对应两边的全部闭集，所以是同胚.

闭集无法辨别幂零元. 对任意理想 𝐼 与整数 𝑛 ≥ 1，命题 2.16给出 𝑉𝐴(𝐼𝑛) = 𝑉𝐴(𝐼).
例如 𝑘[𝑇]/(𝑇2) 与 𝑘[𝑇]/(𝑇) 的素谱沿相应商映射在 Spec 𝑘[𝑇] 中的像均为
𝑉(𝑇2) = 𝑉(𝑇) = {(𝑇)}；前一个商环中却仍有非零元素 ̄𝑇 满足 ̄𝑇2 = 0.

2.2.2 中国剩余定理

约成书于公元三至五世纪的《孙子算经》卷下记述著名的“物不知数”问题，其处理
模 3, 5, 7的具体问题及算法. 1247年，秦九韶在《数书九章》卷一“大衍类”中系统整理



4 第二章 谱、理想与半范数

余数问题. 例如，当 𝑎, 𝑚 互素时，“大衍求一术”求解满足 𝑎𝑢 ≡ 1 (mod 𝑚) 的乘数 𝑢，
即求 𝑎在模 𝑚意义下的乘法逆元；“大衍总数术”再用这些乘数合成同时满足各项余数
条件的数. 1801年，Gauß在《算术研究》第 36条中以同余语言写出同一类构造. 以下
定理则把整数中的除数替换为环中的理想. 1

环 𝐴 的理想 𝐼 和 𝐽 若满足 𝐼 + 𝐽 = 𝐴，则称 𝐼, 𝐽 互素（comaximal）. 这等价于存
在 𝑢 ∈ 𝐼, 𝑣 ∈ 𝐽 使 𝑢 + 𝑣 = 1. 这推广了整数环 ℤ中通常的互素概念.

定理 2.18 (中国剩余定理). 若理想 𝐼, 𝐽 ⊆ 𝐴满足 𝐼 + 𝐽 = 𝐴，则环同态

Φ ∶ 𝐴 ⟶ 𝐴/𝐼 × 𝐴/𝐽, 𝑎 ⟼ (𝑎 + 𝐼, 𝑎 + 𝐽)

是满射，且
ker Φ = 𝐼 ∩ 𝐽 = 𝐼𝐽.

因此 𝐴/(𝐼𝐽) ≅ 𝐴/𝐼 × 𝐴/𝐽. 更一般地，若 𝐼1, … , 𝐼𝑟 两两互素，则

𝐴/(𝐼1 ⋯ 𝐼𝑟) ≅ ∏𝑟
𝑗=1 𝐴/𝐼𝑗, 𝐼1 ⋯ 𝐼𝑟 = ⋂𝑟

𝑗=1 𝐼𝑗.

证明. 显然 ker Φ = 𝐼 ∩ 𝐽. 取 𝑢 ∈ 𝐼, 𝑣 ∈ 𝐽 使 𝑢 + 𝑣 = 1. 对任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴，元素 𝑥𝑣 + 𝑦𝑢
模 𝐼 等于 𝑥，模 𝐽 等于 𝑦，故Φ为满射. 第一同构定理于是给出 𝐴/(𝐼 ∩ 𝐽) ≅ 𝐴/𝐼 × 𝐴/𝐽.

我们已有 𝐼𝐽 ⊆ 𝐼 ∩ 𝐽. 若 𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝐽，则

𝑎 = 𝑎(𝑢 + 𝑣) = 𝑎𝑢 + 𝑎𝑣.

这里 𝑎 ∈ 𝐽, 𝑢 ∈ 𝐼 给出 𝑎𝑢 ∈ 𝐼𝐽，而 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑣 ∈ 𝐽 给出 𝑎𝑣 ∈ 𝐼𝐽，故 𝑎 ∈ 𝐼𝐽. 因而
𝐼 ∩ 𝐽 = 𝐼𝐽.

对有限多个两两互素的理想作归纳. 若 𝐽 = 𝐼1 ⋯ 𝐼𝑟−1，则对每个 𝑗 < 𝑟 可写
1 = 𝑢𝑗 + 𝑣𝑗，其中 𝑢𝑗 ∈ 𝐼𝑗, 𝑣𝑗 ∈ 𝐼𝑟. 相乘后∏𝑗<𝑟 𝑢𝑗 ∈ 𝐽，其余各项均含某个 𝑣𝑗，因而属
于 𝐼𝑟. 所以 𝐽 + 𝐼𝑟 = 𝐴. 二理想情形与归纳假设遂给出一般结论.

推论 2.19 (中国剩余定理的几何形式). 若 𝐼 + 𝐽 = 𝐴，则 𝑉𝐴(𝐼𝐽)有拓扑不交分解

𝑉𝐴(𝐼𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼) ⊔ 𝑉𝐴(𝐽).

其中 𝑉𝐴(𝐼)与 𝑉𝐴(𝐽)在 𝑉𝐴(𝐼𝐽)中都是既开又闭的子集.

证明. 先说明积环的素谱. 设 𝑅 = 𝐵 × 𝐶，并记 𝑒 = (1, 0)、𝑓 = (0, 1). 因为 𝑒𝑓 = 0 且
𝑒 + 𝑓 = 1，任意𝔓 ∈ Spec 𝑅都包含 𝑒, 𝑓 中恰好一个：素性说明至少包含一个，而真理想

1《孙子算经》的作者与确切成书年代未定，今本可能汇集了不同时期的材料. 原文见《孙子算经》卷下；历史演变可
参见 Shen Kangsheng,“Historical Development of the Chinese Remainder Theorem,”Archive for History of
Exact Sciences 38 (1988), 285–305，电子版.

https://zh.wikisource.org/?curid=7712
https://people.math.harvard.edu/~knill/crt/lib/Kangsheng.pdf
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不能同时包含二者. 因此 Spec 𝑅 = 𝑉𝑅((𝑒)) ⊔ 𝑉𝑅((𝑓 ))两部分既开又闭. 又有

𝑅/(𝑒) ≅ 𝐶, 𝑅/(𝑓 ) ≅ 𝐵.

命题 2.17遂给出
Spec(𝐵 × 𝐶) ≅ Spec 𝐵 ⊔ Spec 𝐶.

更具体地，𝐵 × 𝐶的素理想恰为 𝔭 × 𝐶与 𝐵 × 𝔮，其中 𝔭 ∈ Spec 𝐵、𝔮 ∈ Spec 𝐶.

现令 𝐵 = 𝐴/𝐼、𝐶 = 𝐴/𝐽. 中国剩余同构诱导素谱同胚；再用商环的素谱命题，得

𝑉𝐴(𝐼𝐽) ≅ Spec(𝐴/(𝐼𝐽)) ≅ Spec(𝐴/𝐼) ⊔ Spec(𝐴/𝐽) ≅ 𝑉𝐴(𝐼) ⊔ 𝑉𝐴(𝐽).

命题 2.16给出𝑉𝐴(𝐼𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼)∪𝑉𝐴(𝐽)，而𝑉𝐴(𝐼)∩𝑉𝐴(𝐽) = 𝑉𝐴(𝐼+𝐽) = 𝑉𝐴(𝐴) =
∅. 因此上述两块正是原来的闭子集；它们在 𝑉𝐴(𝐼𝐽)中互为补集，所以也都是开集.

《孙子算经》的“物不知数”. 古题原文是：“今有物，不知其数. 三三数之，賸二；五五数
之，賸三；七七数之，賸二. 问：物几何？答曰：二十三.”用现代记号，它要求解

𝑥 ≡ 2 (mod 3), 𝑥 ≡ 3 (mod 5), 𝑥 ≡ 2 (mod 7).

三个模数两两互素，而且 105 = 3 ⋅ 5 ⋅ 7，故中国剩余定理给出

ℤ/105ℤ ≅ 𝔽3 × 𝔽5 × 𝔽7.

在 ℤ/105ℤ中令
𝑒3 = 70, 𝑒5 = 21, 𝑒7 = 15.

元素 𝑒3 模 3为 1，模 5, 7为 0，元素 𝑒5 模 5为 1，模 3, 7为 0，元素 𝑒7 模 7为 1，模 3, 5
为 0. 这些元素构成 ℤ/105ℤ中的正交投影算子：对 𝑗, 𝑘 ∈ {3, 5, 7}且 𝑗 ≠ 𝑘，有

𝑒2
𝑗 = 𝑒𝑗, 𝑒𝑗𝑒𝑘 = 0, 𝑒3 + 𝑒5 + 𝑒7 = 106 ≡ 1 (mod 105).

《孙子算经》的算法写道：“三三数之，賸二，置一百四十；五五数之，賸三，置六十三；
七七数之，賸二，置三十. 并之，得二百三十三，以二百一十减之，即得.”其中“置”意为列
出该数，原本指置筹演算；“并之”即相加. 用上面的选择元素 𝑒𝑖 来看，这一计算即为

2𝑒3 + 3𝑒5 + 2𝑒7 = 2 ⋅ 70 + 3 ⋅ 21 + 2 ⋅ 15 = 233 ≡ 23 (mod 105).

从 233减去 210 = 2 ⋅ 105，得到最小正代表 23；全体整数解为 23 + 105ℤ.
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《孙子算经》卷下“物不知数”题及其算法，商务印书馆 1939年影印
本，第 28页.

秦九韶《数书九章》卷一“大衍类”中的大衍求一术文字与筹算图，
商务印书馆 1936年影印本，第 19页.2

模 105 的平方根. 作为应用，现求同余方程 𝑥2 ≡ 1 (mod 105) 的全部解. 对 𝑝 ∈
{3, 5, 7}，记 𝑥𝑝 ∈ 𝔽𝑝为整数 𝑥模 𝑝的剩余类. 由中国剩余同构，原方程等价于三个有限
域中的方程 𝑥2𝑝 = 1. 由于 3, 5, 7都是奇素数，(𝑥𝑝 − 1)(𝑥𝑝 + 1) = 0当且仅当 𝑥𝑝 = ±1.
取整数 𝜀3, 𝜀5, 𝜀7 ∈ {−1, 1}，便可用前例的 𝑒3, 𝑒5, 𝑒7 拼凑出相应的解：

𝑥 ≡ 70𝜀3 + 21𝜀5 + 15𝜀7 (mod 105).

中国剩余同构的双射性保证，八种符号组合给出八个不同的剩余类，且没有遗漏：

𝑥 ≡ 1, 29, 34, 41, 64, 71, 76, 104 (mod 105).

例如，292 ≡ 1 (mod 105)，但 29 ≢ ±1 (mod 105).

中国剩余定理不仅在数论中有广泛应用，还可以用于几何，例如构造函数.
2两图取自中国国家图书馆藏本的影印件：Wikimedia Commons，《孙子算经》与《数书九章》.

https://commons.wikimedia.org/?curid=133675713
https://commons.wikimedia.org/?curid=130979620


2.2 第 5讲 理想运算、主开集与谱映射 7

同时指定函数值与导数. 设 𝑘为域. 对多项式 𝐺(𝑇) = ∑𝑁
𝑛=0 𝑔𝑛𝑇𝑛，定义其形式导数

为 𝐺′(𝑇) = ∑𝑁
𝑛=1 𝑛𝑔𝑛𝑇𝑛−1. 给定任意 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑘，我们要找 𝐹 ∈ 𝑘[𝑇]，使

𝐹(0) = 𝑎, 𝐹′(0) = 𝑏, 𝐹(1) = 𝑐, 𝐹′(1) = 𝑑.

这些条件可以用理想的平方来表达. 在任意 𝛼 ∈ 𝑘处展开得 𝐺(𝑇) = 𝑢 + 𝑣(𝑇 − 𝛼) +
(𝑇 − 𝛼)2𝐻(𝑇)，其中 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑘，𝐻 ∈ 𝑘[𝑇]，且有 𝑢 = 𝐺(𝛼)以及 𝑣 = 𝐺′(𝛼). 因此，模
(𝑇 − 𝛼)2 的余式恰好记录 𝐺在 𝛼处的值与导数，而所求的四个条件等价于

𝐹 ≡ 𝑎 + 𝑏𝑇 (mod 𝑇2), 𝐹 ≡ 𝑐 + 𝑑(𝑇 − 1) (mod (𝑇 − 1)2).

这就成了中国剩余定理所处理的问题. 理想 𝐼 = (𝑇2)与 𝐽 = ((𝑇 − 1)2)互素，因为

1 = (1 + 2𝑇)(𝑇 − 1)2 + (3 − 2𝑇)𝑇2.

中国剩余定理保证解存在，且任意两个解之差属于 𝐼 ∩ 𝐽 = 𝐼𝐽 = (𝑇2(𝑇 − 1)2)；反之，
加上这个理想中的任意元素仍是解. 再对首一的四次多项式 𝑇2(𝑇 − 1)2 作带余除法，
便得到唯一的次数至多为 3的解. 因此，四项数据 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑可以独立指定.

实际构造时，先令 𝐹(𝑇) = 𝑎 + 𝑏𝑇 + 𝑇2(𝑢 + 𝑣(𝑇 − 1))，便已满足 0 处的两个要
求. 再由 𝐹(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑢 = 𝑐及 𝐹′(1) = 𝑏 + 2𝑢 + 𝑣 = 𝑑，依次得到 𝑢 = 𝑐 − 𝑎 − 𝑏和
𝑣 = 𝑑 − 𝑏 − 2𝑢. 将它们代入并按 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑整理，得到

𝐹(𝑇) = 𝑎(2𝑇3 − 3𝑇2 + 1) + 𝑏(𝑇3 − 2𝑇2 + 𝑇)
+ 𝑐(−2𝑇3 + 3𝑇2) + 𝑑(𝑇3 − 𝑇2).

上述构造没有除以 2或 3，因而在任意特征下都成立.

2.2.3 主开集

对 𝑓 ∈ 𝐴，其主开集记为

𝐷𝐴(𝑓 ) = Spec 𝐴 ∖ 𝑉𝐴((𝑓 )) = {𝔭 ∈ Spec 𝐴 ∶ 𝑓 ∉ 𝔭}.

若环已经明确，下标 𝐴省略. 因而 𝐷𝐴(𝑓 )完全由素理想与 𝑓 的包含关系刻画.

命题 2.20 (主开集的基本性质). 对 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐴，有

𝐷(0) = ∅, 𝐷(1) = Spec 𝐴, 𝐷(𝑓 𝑔) = 𝐷(𝑓 ) ∩ 𝐷(𝑔), 𝐷(𝑓 𝑛) = 𝐷(𝑓 ) (𝑛 ≥ 1).

主开集构成 Spec 𝐴的一组拓扑基：若𝑈是开集且 𝔭 ∈ 𝑈，则存在 𝑓 ∈ 𝐴使 𝔭 ∈ 𝐷(𝑓 ) ⊆
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𝑈. 此外：

(i) 𝐷(𝑓 ) = ∅当且仅当 𝑓 是幂零元；
(ii) 𝐷(𝑓 ) = Spec 𝐴当且仅当 𝑓 是单位；

(iii) 𝐷(𝑓 ) ⊆ 𝐷(𝑔)当且仅当 𝑓 ∈ √(𝑔).

证明. 前四个等式来自素理想的定义；其中 𝑓 𝑔 ∉ 𝔭当且仅当 𝑓 , 𝑔 ∉ 𝔭. 任意开集可写成

Spec 𝐴 ∖ 𝑉𝐴(𝐼) = ⋃𝑓 ∈𝐼 𝐷(𝑓 ).

若 𝔭位于这个开集内，则 𝐼 ⊈ 𝔭，可取 𝑓 ∈ 𝐼 ∖ 𝔭，于是 𝔭 ∈ 𝐷(𝑓 ) ⊆ Spec 𝐴 ∖ 𝑉𝐴(𝐼). 这
证明基的性质.

由第四讲的根理想判别，𝑉((𝑓 )) = Spec 𝐴当且仅当 𝑓 ∈ √(0)，即 𝑓 幂零；这证明
(i). 若 𝑓 是单位，它不属于任何真理想. 反之，若 𝑓 不是单位，则 (𝑓 )是真理想，因而包含
于某个极大理想；于是 𝐷(𝑓 ) ≠ Spec 𝐴. 这证明 (ii). 同一根理想判别给出

𝐷(𝑓 ) ⊆ 𝐷(𝑔) ⟺ 𝑉((𝑔)) ⊆ 𝑉((𝑓 )) ⟺ 𝑓 ∈ √(𝑔),

从而得到 (iii).

若 𝜑 ∶ 𝐴 → 𝐵是环同态，第四讲定义的谱映射 𝜑∗ ∶ Spec 𝐵 → Spec 𝐴还满足

(𝜑∗)−1(𝐷𝐴(𝑓 )) = 𝐷𝐵(𝜑(𝑓 )).

事实上，𝑓 ∉ 𝜑−1(𝔮)当且仅当 𝜑(𝑓 ) ∉ 𝔮.

2.2.4 从 Gauß整数环到整数环的谱映射

Gauß整数环是复数域的子环

𝐵 = ℤ[𝑖] = {𝑎 + 𝑏𝑖 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ≅ ℤ[𝑇]/(𝑇2 + 1),

其中同构把 𝑇 的剩余类送到 𝑖. 包含同态 𝜄 ∶ ℤ ↪ 𝐵诱导连续映射

𝜋 = 𝜄∗ ∶ Spec 𝐵 ⟶ Spec ℤ, 𝔮 ⟼ 𝔮 ∩ ℤ.

例 2.21 (Gauß整数谱到整数谱). 映射 𝜋 是满射. 泛点 (0)的原像只有 (0). 对每个正
素数 𝑝，点 (𝑝)的原像如下. 当 𝑝 ≡ 1 (mod 4)时，𝑟 ∈ 𝔽𝑝 满足 𝑟2 = −1， ̃𝑟 ∈ ℤ是它
的任一整数提升：
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𝑝 𝜋−1({(𝑝)}) (𝑝)𝐵的分解

2 {(1 + 𝑖)} (2) = (1 + 𝑖)2

𝑝 ≡ 1 (mod 4) {(𝑝, 𝑖 − ̃𝑟), (𝑝, 𝑖 + ̃𝑟)} (𝑝) = (𝑝, 𝑖 − ̃𝑟)(𝑝, 𝑖 + ̃𝑟)
𝑝 ≡ 3 (mod 4) {(𝑝)} (𝑝)是极大理想

第一行成立是因为生成元相差单位：(1 + 𝑖)2 = 2𝑖，故 ((1 + 𝑖)2) = (2).

证明. 环 𝐵 ⊆ ℂ是整环，故 (0)是素理想并收缩为 (0). 反过来，若 0 ≠ 𝔮 ∈ Spec 𝐵，取
非零的 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ 𝔮. 因为

(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 − 𝑏𝑖) = 𝑎2 + 𝑏2 ∈ 𝔮 ∩ ℤ

且 𝑎2 + 𝑏2 > 0，其收缩非零. 因此只有 (0)位于 (0)之上.

现在固定正素数 𝑝. 一个素理想 𝔮收缩为 (𝑝)，当且仅当它包含 𝑝𝐵：一方面收缩为
(𝑝)显然蕴含这一点；另一方面，包含 𝑝𝐵的真素理想之收缩是包含 (𝑝)的真素理想，只
能等于 (𝑝). 由上述多项式表示，有商环同构

𝐵/𝑝𝐵 ≅ 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑇2 + 1)

于是把这些 𝔮与右端的素理想一一对应. 具体地，包含 𝑝𝐵的素理想先取商；反过来，把
商环中的素理想沿商映射取原像. 这两个操作互为逆.

当 𝑝 = 2时，𝑇2 + 1 = (𝑇 + 1)2. 每个包含 (𝑇 + 1)2 的素理想都包含 𝑇 + 1，故商
环只有素理想 (𝑇 + 1)/(𝑇 + 1)2，其原像为 (2, 1 + 𝑖) = (1 + 𝑖).

设 𝑝为奇素数. 若 𝑟2 = −1在 𝔽𝑝 中有解，则 𝑟在 𝔽×𝑝 中的阶为 4，由 Lagrange定
理知 4 ∣ 𝑝 − 1. 反过来，若 𝑝 ≡ 1 (mod 4)，在 𝔽×𝑝中把每个非 ±1的元素与其逆元配对，
先得到Wilson同余式 (𝑝 − 1)! ≡ −1 (mod 𝑝). 再把 (𝑝 − 1)!的前后两半配对，得到

−1 ≡ (𝑝 − 1)! ≡ (−1)(𝑝−1)/2 ((𝑝−1
2 )!)

2
= ((𝑝−1

2 )!)
2

(mod 𝑝).

因此 −1是平方，且 𝑇2 + 1 = (𝑇 − 𝑟)(𝑇 + 𝑟)拆成互异一次因子. 中国剩余定理给出

𝐵/(𝑝) ≅ 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑇 − 𝑟) × 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑇 + 𝑟) ≅ 𝔽𝑝 × 𝔽𝑝.

乘积环右端恰有两个素理想 𝔽𝑝 × (0)与 (0) × 𝔽𝑝. 因而 𝐵中相应的两个素理想为

𝔮+ = (𝑝, 𝑖 − ̃𝑟), 𝔮− = (𝑝, 𝑖 + ̃𝑟).

更换 ̃𝑟的整数提升只会改变生成元一个 𝑝的倍数，故不改变理想. 由于 gcd(𝑝, 2 ̃𝑟) = 1，
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而 2 ̃𝑟 = (𝑖 + ̃𝑟) − (𝑖 − ̃𝑟)，可得 𝔮+ + 𝔮− = 𝐵. 上述商同态的核又给出 (𝑝) = 𝔮+ ∩ 𝔮−；
互素理想的交等于积，因此 (𝑝) = 𝔮+𝔮−. 若 𝑝 ≡ 3 (mod 4)，则 𝑇2 + 1没有根，因而作
为二次多项式不可约；商环是含 𝑝2 个元素的域，所以 (𝑝)本身是 𝐵的极大理想.

至此每个 (𝑝)都至少有一个原像，故 𝜋 满射. 复共轭 𝑎 + 𝑏𝑖 ↦ 𝑎 − 𝑏𝑖交换 𝑝 ≡ 1
(mod 4)时的两个素理想，并固定 (0)、(1 + 𝑖)以及 𝑝 ≡ 3 (mod 4)时的 (𝑝).

𝜋 ∶ Spec ℤ[𝑖] ⟶ Spec ℤ

Spec ℤ[𝑖]

Spec ℤ

(0) (1 + 𝑖) (3) (7)
(5, 𝑖 − 2)

(5, 𝑖 + 2)

(13, 𝑖 − 5)

(13, 𝑖 + 5)

(0) (2) (3) (5) (7) (13)
复共轭交换图中同列的两个点，固定其余所画点

图 2.1: 谱映射 𝜋 ∶ Spec 𝐵 → Spec ℤ（𝐵 = ℤ[𝑖]）的曲线示意. 每个基点的全部原像由其正上方的
实心点表示，箭头表示理想的收缩；红、金曲线仅辅助排布. (2)上方只有 (1 + 𝑖)，(3)、(7)上方分
别只有 (3)、(7)；(5)与 (13)上方各有两个点，泛点的原像仍只有泛点.

对任意 𝑛 ∈ ℤ，连续性的主开集公式为

𝜋−1(𝐷ℤ(𝑛)) = 𝐷𝐵(𝑛).

当 𝑛 ≠ 0时，从整数谱删去整除 𝑛的闭点，恰好会从 Gauß整数谱删去上表中位于这些
闭点之上的所有点.

2.2.5 仿射直线的平方映射

令 𝐴为环，并用两个不同的变量区分源与目标. 环同态

𝜎 ∶ 𝐴[𝑈] ⟶ 𝐴[𝑇], 𝑈 ⟼ 𝑇2, 𝑎 ⟼ 𝑎 (𝑎 ∈ 𝐴)

诱导谱映射
𝑠𝐴 ∶ Spec 𝐴[𝑇] ⟶ Spec 𝐴[𝑈].
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把 Spec 𝐴[𝑇] 记作 𝐴上的仿射直线时，这就是平方映射. 分开使用 𝑈, 𝑇 很重要：谱映
射的方向与环同态的方向相反. 每个 𝐻(𝑇) ∈ 𝐴[𝑇]都能唯一写成

𝐻(𝑇) = 𝐻0(𝑇2) + 𝑇𝐻1(𝑇2), 𝐻0, 𝐻1 ∈ 𝐴[𝑈].

这由偶数次项与奇数次项的分组直接得到，也说明 𝜎 是单射. 若 𝔭 ∈ Spec 𝐴且 𝑎 ∈ 𝐴，
则 (𝔭, 𝑇 − 𝑎)是素理想，因为相应商环同构于整环 𝐴/𝔭. 对多项式除以 𝑈 − 𝑎2 所得的
余数作计算，可得

𝑠𝐴((𝔭, 𝑇 − 𝑎)) = (𝔭, 𝑈 − 𝑎2).

例 2.22 (平方映射下的点). 设 𝑘为域. 对 𝑎 ∈ 𝑘，有

𝑠𝑘((𝑇 − 𝑎)) = (𝑈 − 𝑎2), 𝑠𝑘((0)) = (0).

给定 𝑏 ∈ 𝑘，收缩为 (𝑈 − 𝑏)的素理想恰好来自 𝑇2 − 𝑏在 𝑘[𝑇]中的不可约因子. 具体
地：

(i) 若 char 𝑘 ≠ 2且 𝑏 = 𝑎2 ≠ 0，则有两个点 (𝑇 − 𝑎), (𝑇 + 𝑎)；

(ii) 若 𝑏 = 0，则只有一个点 (𝑇)，而 𝑇2 是重复因子；

(iii) 若 char 𝑘 ≠ 2且 𝑏不是平方，则只有一个点 (𝑇2 − 𝑏)，且商域 𝑘[𝑇]/(𝑇2 − 𝑏)是
𝑘的二次扩张；

(iv) 若 char 𝑘 = 2，则平方情形满足 𝑇2 − 𝑏 = (𝑇 − 𝑎)2，非平方情形仍给出不可约二
次多项式.

因此当 𝑘 代数闭且特征不为 2 时，非零闭点各有两个原像，原点只有一个原像，而泛点
仍映到泛点.

证明. 对 𝐹(𝑈) ∈ 𝑘[𝑈]，有 𝐹(𝑈) ∈ 𝜎−1((𝑇 − 𝑎)) 当且仅当 𝐹(𝑎2) = 0，故收缩为
(𝑈 − 𝑎2). 同态 𝜎 是单射，因为不同的 𝑈-次数变成不同的偶数次 𝑇-幂，所以 (0)收缩
为 (0).

一个素理想 𝔮 ⊆ 𝑘[𝑇]收缩为 (𝑈 − 𝑏)，当且仅当 𝑇2 − 𝑏 = 𝜎(𝑈 − 𝑏) ∈ 𝔮. 这里
反向成立是因为收缩为真素理想，而 (𝑈 − 𝑏)已是极大理想. 为说明 𝑘[𝑇]中的非零素
理想，取其中次数最低的首一非零多项式 ℎ. 对理想中任意多项式作带余除法，余式仍
在该理想中且次数低于 ℎ，故余式为零；于是该理想等于 (ℎ). 若 ℎ可约，素性又会迫使
一个次数更低的非单位因子属于该理想，矛盾. 因此 ℎ不可约，包含 𝑇2 − 𝑏的素理想恰
由它的不可约因子生成. 对 𝑇2 − 𝑏作上述四种因式分解即得结论. 在第一种情形，中国
剩余定理还给出

𝑘[𝑇]/(𝑇2 − 𝑏) ≅ 𝑘[𝑇]/(𝑇 − 𝑎) × 𝑘[𝑇]/(𝑇 + 𝑎) ≅ 𝑘 × 𝑘;
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在第二种情形则得到 𝑘[𝑇]/(𝑇2)，其中 𝑇 的剩余类非零而平方为零. 因而点的数目相
同并不意味着商环相同，重复因子仍由环结构保存.

当 char 𝑘 = 2时，先用变量改名 𝑘[𝑈] ≅ 𝑘[𝑇]识别两个多项式环. 平方映射固定
𝑘中的系数. 它只有在每个 𝑐 ∈ 𝑘都满足 𝑐2 = 𝑐时才与环的绝对 Frobenius（absolute
Frobenius）𝐹(∑ 𝑐𝑗𝑇𝑗) = ∑ 𝑐2

𝑗 𝑇2𝑗 相同. 对域而言，这一条件等价于 𝑘 = 𝔽2.

习题

(1) 直接验证定义 2.15中的 𝐼𝐽 是理想，并证明 𝐼(𝐽 + 𝐿) = 𝐼𝐽 + 𝐼𝐿以及 (𝐼 + 𝐽)𝐿 =
𝐼𝐿 + 𝐽𝐿.

(2) 对正整数𝑚, 𝑛，在ℤ中证明 (𝑚)+(𝑛) = (gcd(𝑚, 𝑛))、(𝑚)∩(𝑛) = (lcm(𝑚, 𝑛)).
求 𝑉((84)) ∩ 𝑉((90))与 𝑉((84)) ∪ 𝑉((90)).

(3) 在 𝑘[𝑋, 𝑌]中求 𝑉(𝑋) ∩ 𝑉(𝑌)与 𝑉(𝑋) ∪ 𝑉(𝑌)，并分别把它们写成某个理想的
消失集.

(4) 给出理想 𝐼, 𝐽 使 𝐼𝐽 ⊊ 𝐼 ∩ 𝐽. 证明尽管理想不同，𝑉(𝐼𝐽) = 𝑉(𝐼 ∩ 𝐽)仍成立.

(5) 考察同态 ℤ → ℤ/4ℤ × ℤ/6ℤ. 证明它的像恰由满足 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 2) 的有序对
(𝑥, 𝑦)组成，并求其核. 这说明互素条件在中国剩余定理的满射结论中不可删去.

(6) 求同余方程组 𝑥 ≡ 2 (mod 3)、𝑥 ≡ 3 (mod 5)、𝑥 ≡ 4 (mod 7) 的一个解，并证
明其解集是 ℤ中模 105的一个剩余类.

(7) 利用正文中的四个三次多项式，构造 𝐹 ∈ ℤ[𝑇]使 𝐹(0) = 1, 𝐹′(0) = 0, 𝐹(1) =
0, 𝐹′(1) = 0. 再把这四个等式分别约化到特征 2与特征 3，说明同一公式是否仍
成立.

(8) 证明 𝐷(𝑓 ) ∪ 𝐷(𝑔) = Spec 𝐴 ∖ 𝑉((𝑓 , 𝑔)). 给出一个例子说明这个开集未必等于
𝐷(𝑓 + 𝑔).

(9) 证明 𝐷(𝑓 ) = 𝐷(𝑔) 当且仅当 √(𝑓 ) = √(𝑔). 据此计算 𝐷ℤ(12)、𝐷ℤ(18) 及它们
的交与并.

(10) 设 𝐴为整环且 0 ≠ 𝑓 ∈ 𝐴. 证明泛点 (0)属于 𝐷(𝑓 )，并由此说明 Spec 𝐴的任意
两个非空主开集相交.

(11) 对 𝑝 = 2, 3, 5, 7, 13，逐一描述商环 𝔽𝑝[𝑇]/(𝑇2 + 1)（𝑝 = 5, 13时写成直积），并
写出 Spec ℤ[𝑖] → Spec ℤ 中位于 (𝑝) 之上的所有素理想. 同时求每个上述素理
想 𝔮的商域 ℤ[𝑖]/𝔮，并说明复共轭怎样作用于这些素理想.

(12) 设 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，证明若素数 𝑝 = 𝑎2 + 𝑏2，则 𝑝 = 2或 𝑝 ≡ 1 (mod 4). 提示：先说明
奇素数情形不可能有 𝑝 ∣ 𝑏，再在 𝔽𝑝 中考察 (𝑎𝑏−1)2.
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(13) 设 𝑘 = ℝ. 完整描述平方映射 𝑠𝑘 ∶ Spec 𝑘[𝑇] → Spec 𝑘[𝑈] 中位于 (𝑈 − 𝑏) 之
上的点，分别讨论 𝑏 > 0, 𝑏 = 0, 𝑏 < 0.

(14) 设 𝑘的特征为 2. 比较 𝑘[𝑈] → 𝑘[𝑇], 𝑈 ↦ 𝑇2 与 𝑘[𝑇]的绝对 Frobenius，并给
出 𝑘 ≠ 𝔽2 时二者不同的具体例子.
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拓展阅读：复尖点曲线（选读）

若 𝑘 = ℂ，记方程 𝑌2 − 𝑋3 = 0的零点集为 𝐶(ℂ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℂ2 ∶ 𝑦2 = 𝑥3}. 参
数映射 𝑡 ↦ (𝑡2, 𝑡3) 给出 ℂ 到 𝐶(ℂ) 的同胚：原点 𝑂 以外的逆映射为 𝑡 = 𝑦/𝑥，在 𝑂
附近有 |𝑡|2 = |𝑥|. 但该逆映射在 𝑂 处不解析：任何 𝑂 附近的收敛幂级数 𝐹(𝑥, 𝑦) 代入
(𝑡2, 𝑡3)后都没有 𝑡的一次项，不可能得到 𝑡. 因此 𝐶(ℂ)和 ℂ拓扑同胚但不解析同构.

实数域：𝐶(ℝ)

𝑋

𝑌

𝑂

𝔪 = (𝑋̄, 𝑌̄)

𝑌2 = 𝑋3

复数域：尖点附近的曲面与截线
三维投影 (Re 𝑥, Im 𝑥, Re 𝑦)

𝑂 𝑦 = ±𝑥3/2

|arg 𝑥| ≤ 𝜋/4

同一复曲线在所取扇区内的两片

尖点的小球截线

三叶结

光滑点：不打结的圆周

图 2.2: 尖点曲线 𝑦2 = 𝑥3 的实轨迹见左图，原点对应非主极大理想 (𝑋̄, 𝑌̄). 右侧为尖点曲线的复
点在扇区 | arg 𝑥| ≤ 𝜋/4内的三维投影，两片在 𝑂收于尖点相接；最右为原点中心小球截得三叶结.

复曲线位于 ℂ2 ≅ ℝ4 中. 图中取 𝑥 = 𝜌𝑒𝑖𝜙, 0 ≤ 𝜌 ≤ 1, |𝜙| ≤ 𝜋/4，将 𝑦 =
±𝜌3/2𝑒3𝑖𝜙/2 投影为 (𝜌 cos 𝜙, 𝜌 sin 𝜙, ±𝜌3/2 cos(3𝜙/2)). 由于 cos(3𝜙/2) > 0，两片
除原点外互不相交，并在原点相切收尖；沿 𝜙 = 0的截面正是实尖点. 这只是一个扇区：
让 𝑥绕原点一周时，𝑥3/2 改变符号，两片通过图中未画出的部分接在一起.

尖点的嵌入奇性还可由小球截线看出. 将曲线与 𝑆3𝜀 = {(𝑥, 𝑦) ∶ |𝑥|2 + |𝑦|2 = 𝜀2}相
交，得到 (𝑥, 𝑦) = (𝑟2𝑒2𝑖𝜃, 𝑟3𝑒3𝑖𝜃)，其中 𝑟4 + 𝑟6 = 𝜀2, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋. 这条闭曲线沿两个
复坐标的圆周分别绕行两次、三次，形成三叶结；它不能在球面内不经自交地解开成圆
周，而光滑点的小球截线是不打结的圆周.3

3参见 C. McMullen, Advanced Complex Analysis, 2017年讲义，第 14页（在线讲义）. 图中三叶结由小球截线
的立体投影绘制；取不同的正半径不改变其打结类型.

https://people.math.harvard.edu/~ctm/home/text/class/harvard/213a/10/html/home/course/course.pdf
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