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2.3 第 6讲 Berkovich谱的基本性质

固定完备赋值域 (𝐾, | ⋅ |)和交换含幺 Banach 𝐾 -代数 𝐴 ≠ 0 . 这里允许阿基米德
赋值，也允许非阿基米德赋值，包括平凡赋值. 回忆 𝐴 上的范数 || ⋅ || 满足：‖1𝐴‖ = 1、
‖𝑐𝑓 ‖ = |𝑐|‖𝑓 ‖，三角不等式与次乘性，且 𝐴 关于此范数完备. 通过结构映射 𝐾 → 𝐴，把
𝑐1𝐴 仍记为 𝑐；特别地，‖𝑐‖ = |𝑐|. 同一底域上的其他 Banach代数也采用这些约定.

2.3.1 Banach 𝐾 -代数的 Berkovich谱

当 𝐾 = ℂ 取通常赋值时，Gelfand 谱以特征标 𝜒 ∶ 𝐴 → ℂ 为点. 取绝对值得到
𝑓 ↦ |𝜒(𝑓 )|，它同时记录函数的零点与取值大小，并满足 |𝜒(𝑓 )| ≤ ‖𝑓 ‖. 在一般的完备赋
值域 𝐾 上，我们考虑的“特征标”类似物也是从 𝐴到某个域 𝐿，其中 𝐿作为 𝐾 -代数包含
𝐾 作为子域. 有界的含幺 𝐾 -代数同态 𝜑 ∶ 𝐴 → 𝐿给出实值函数 𝑓 ↦ |𝜑(𝑓 )|. 这粗略地
描述了从 Banach 𝐾 -代数 𝐴出发定义的谱点. 下面我们给出严格的定义.

定义 2.23 (Berkovich谱). 𝐴上的 .乘 .法 .半 .范 .数是映射 𝑥 ∶ 𝐴 → ℝ≥0, 𝑓 ↦ |𝑓 |𝑥，且满足

|0|𝑥 = 0, |1|𝑥 = 1, |𝑓 𝑔|𝑥 = |𝑓 |𝑥|𝑔|𝑥, |𝑓 + 𝑔|𝑥 ≤ |𝑓 |𝑥 + |𝑔|𝑥.

若存在常数 𝐶𝑥 > 0，使得 |𝑓 |𝑥 ≤ 𝐶𝑥‖𝑓 ‖对所有 𝑓 ∈ 𝐴成立，则称它 .有 .界.

𝐴的 Berkovich .谱ℳ(𝐴)是 𝐴上有界乘法半范数的集合，并赋予使每个求值映射

ℳ(𝐴) ⟶ ℝ≥0, 𝑥 ⟼ |𝑓 |𝑥 (𝑓 ∈ 𝐴)

连续的最弱拓扑.

半范数比范数宽松，前者允许非零元取值为零. 我们接下来说明 𝐴上的有界乘性半
范数 | ⋅ |𝑥 自动延拓 𝐾 上赋值;特别地，|𝑐𝑓 |𝑥 = |𝑐||𝑓 |𝑥，所以它与 𝐾 -代数的标量乘法相容.

命题 2.24 (有界性与压缩性). 乘法半范数 | ⋅ |𝑥 有界，当且仅当对于任意 𝑓 ∈ 𝐴，有

|𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖.

在这种情形下，映射 𝑓 ↦ |𝑓 |𝑥 关于 Banach范数连续；更精确地，

∣|𝑓 |𝑥 − |𝑔|𝑥∣ ≤ |𝑓 − 𝑔|𝑥 ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖.

证明. 若 |𝑓 |𝑥 ≤ 𝐶𝑥‖𝑓 ‖，则对每个 𝑛 ≥ 1，乘法性与范数的次乘性给出

|𝑓 |𝑛𝑥 = |𝑓 𝑛|𝑥 ≤ 𝐶𝑥‖𝑓 𝑛‖ ≤ 𝐶𝑥‖𝑓 ‖𝑛.
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取 𝑛 次方根并令 𝑛 → ∞，得到 |𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖. 反向蕴含只需取 𝐶𝑥 = 1. 由 |𝑓 |𝑥 ≤
|𝑓 − 𝑔|𝑥 + |𝑔|𝑥 及交换 𝑓 , 𝑔所得的不等式，可得最后一式.

从 | ⋅ |𝑥 的有界性可知它自动延拓 𝐾 上的赋值. 对 𝑐 ∈ 𝐾×，命题 2.24给出

|𝑐|𝑥 ≤ ‖𝑐‖ = |𝑐|, |𝑐−1|𝑥 ≤ |𝑐|−1, |𝑐|𝑥|𝑐−1|𝑥 = 1.

这迫使等号取到 |𝑐|𝑥 = |𝑐|.

2.3.2 非阿基米德底域上的超三角不等式

若 𝐾 非阿基米德，𝐴的有界乘性半范数不仅延拓 𝐾 上赋值，还继承超三角不等式.

命题 2.25. 若 𝐾 是非阿基米德赋值域，则每个 𝑥 ∈ ℳ(𝐴)都满足

|𝑓 + 𝑔|𝑥 ≤ max{|𝑓 |𝑥, |𝑔|𝑥} (𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐴).

证明. 令𝑀 = max{|𝑓 |𝑥, |𝑔|𝑥}. 当𝑀 = 0时，普通三角不等式已经给出结论. 若𝑀 > 0，
则二项式公式、普通三角不等式及乘法性给出

|𝑓 + 𝑔|𝑛𝑥 ≤ ∑𝑛
𝑗=0 ∣(𝑛

𝑗 )∣𝐾 |𝑓 |𝑗𝑥|𝑔|𝑛−𝑗
𝑥 ≤ (𝑛 + 1)𝑀𝑛.

非阿基米德赋值对每个整数的取值至多为 1，故第二个不等式成立. 取 𝑛 次方根并令
𝑛 → ∞，便得到 |𝑓 + 𝑔|𝑥 ≤ 𝑀.

2.3.3 支撑、完备剩余域与谱映射

命题 2.26. 对谱点 𝑥 ∈ ℳ(𝐴)，令 𝔭𝑥 = supp(𝑥) = {𝑓 ∈ 𝐴 ∶ |𝑓 |𝑥 = 0}. 则 𝔭𝑥 是关于
Banach范数为闭的素理想，而且如下方式定义的支撑映射

supp ∶ ℳ(𝐴) ⟶ Spec 𝐴, 𝑥 ⟼ 𝔭𝑥

是连续映射.

证明. 由 | − 1|2𝑥 = |1|𝑥 = 1知 | − 1|𝑥 = 1，故 | − 𝑓 |𝑥 = |𝑓 |𝑥. 由普通三角不等式，𝔭𝑥 对加
法封闭；显然它吸收 𝐴的乘法. 又因 |1|𝑥 = 1，它是真理想. 若 𝑓 𝑔 ∈ 𝔭𝑥，则 |𝑓 |𝑥|𝑔|𝑥 = 0，
所以 𝑓 ∈ 𝔭𝑥 或 𝑔 ∈ 𝔭𝑥. 因此 𝔭𝑥 是素理想. 连续性命题 2.24说明它还是闭理想.
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证明支撑映射连续. 对任意理想 𝐼 ⊆ 𝐴与 𝑓 ∈ 𝐴，按定义展开即得

supp−1(𝑉𝐴(𝐼)) = ⋂𝑔∈𝐼{𝑥 ∶ |𝑔|𝑥 = 0}, supp−1(𝐷𝐴(𝑓 )) = {𝑥 ∶ |𝑓 |𝑥 > 0}.

每个求值映射 𝑥 ↦ |𝑔|𝑥 连续，故右端分别是闭集与开集，支撑映射因此连续.

支撑映射把 Berkovich 谱点对应到某个素理想，但它未必是一一映射. 例如，在一
元 Tate代数的 Berkovich谱ℳ(𝐾⟨𝑇⟩)中，正半径的“圆盘点”的支撑都是 (0)，因此
支撑为零理想的谱点不仅不唯一，而且有很多. 我们后文会仔细介绍这个案例.

类似于素谱点的剩余域，每个 Berkovich谱点给出剩余域，但额外带有赋值且完备.

命题 2.27. 设 𝑥 ∈ ℳ(𝐴)，记 𝔭𝑥 = supp(𝑥). 半范数 | ⋅ |𝑥 在 𝐴/𝔭𝑥 上诱导乘法范数，按

∣ ̄𝑓
𝑔̄ ∣

𝑥
= |𝑓 |𝑥

|𝑔|𝑥 (𝑔 ∉ 𝔭𝑥)

唯一延拓到分式域 Frac(𝐴/𝔭𝑥). 其完备化记为ℋ(𝑥)，称为 𝑥的完备剩余域. 我们有等
距嵌入 𝐾 ↪ ℋ(𝑥) . 自然的 𝐾 -代数同态 𝐴 → ℋ(𝑥)、𝑓 ↦ 𝑓 (𝑥)的核为 𝔭𝑥，并满足

|𝑓 (𝑥)| = |𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖.

证明. 若 𝑓 − 𝑓 ′ ∈ 𝔭𝑥，则 |𝑓 |𝑥 ≤ |𝑓 − 𝑓 ′|𝑥 + |𝑓 ′|𝑥 = |𝑓 ′|𝑥，交换 𝑓 , 𝑓 ′ 即得 |𝑓 |𝑥 = |𝑓 ′|𝑥，所以
商环上的范数定义良好. 分式域上的公式与表示无关，因为 ̄𝑓 ̄𝑔′ = ̄𝑓 ′ ̄𝑔 蕴含 |𝑓 |𝑥|𝑔′|𝑥 =
|𝑓 ′|𝑥|𝑔|𝑥. 其余公理及唯一性随即由乘法性与通分得到.

记 𝐹 = Frac(𝐴/𝔭𝑥). 环运算与乘法范数延拓到完备化 𝐹. 若 0 ≠ 𝑢 ∈ 𝐹，取
𝑢𝑛 ∈ 𝐹 趋于 𝑢，则 |𝑢𝑛|𝑥 最终远离零，且 |𝑢−1𝑛 − 𝑢−1𝑚 |𝑥 = |𝑢𝑛 − 𝑢𝑚|𝑥/(|𝑢𝑛|𝑥|𝑢𝑚|𝑥) → 0.
因此逆元列有极限，与 𝑢相乘为 1，故 𝐹 = ℋ(𝑥)仍是赋值域. 对 𝑐 ∈ 𝐾×，|𝑐|𝑥 = |𝑐| > 0，
故 𝔭𝑥 ∩ 𝐾 = (0)；于是 𝐾 嵌入上述分式域及其完备化，且诱导赋值在 𝐾 上就是原赋值.

自然映射 𝐴 → 𝐴/𝔭𝑥 ↪ 𝐹 ↪ ℋ(𝑥)的核为 𝔭𝑥，并保持 | ⋅ |𝑥 的取值；再用命题 2.24
即得 |𝑓 (𝑥)| = |𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖.

因此一个 Berkovich 点包含两层信息：素理想 𝔭𝑥 记录哪些函数在 𝑥 处消失，完
备剩余域 ℋ(𝑥) 上的实值赋值记录函数取值的大小. 正如环同态诱导素谱连续映射，
Banach 𝐾 -代数之间的有界同态诱导 Berkovich谱的连续映射，且和谱映射相容.

命题 2.28. 设 𝐵也是交换 Banach 𝐾 -代数，𝜑 ∶ 𝐴 → 𝐵是非零有界 𝐾 -代数同态，即存
在 𝐶 > 0使 ‖𝜑(𝑓 )‖𝐵 ≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝐴. 则半范数复合 𝐾 -代数同态 𝜑诱导的映射

𝜑∗ ∶ ℳ(𝐵) ⟶ ℳ(𝐴), | ⋅ |𝑥 ⟼ |𝜑( ⋅ )|𝑥
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是连续映射，并满足
supp(𝜑∗𝑥) = 𝜑−1(supp(𝑥)).

证明. 固定 𝑥 ∈ ℳ(𝐵). 因为 𝜑 是保持幺元的 𝐾 -代数同态，映射 𝑓 ↦ |𝜑(𝑓 )|𝑥 满足
乘法半范数的四条公理，且 |𝜑(𝑐)|𝑥 = |𝑐|𝑥 = |𝑐| 对每个 𝑐 ∈ 𝐾 成立. 又由命题 2.24，
|𝑏|𝑥 ≤ ‖𝑏‖𝐵 对所有 𝑏 ∈ 𝐵成立，故

|𝜑(𝑓 )|𝑥 ≤ ‖𝜑(𝑓 )‖𝐵 ≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝐴 (𝑓 ∈ 𝐴).

因此复合半范数有界，𝜑∗𝑥的确属于ℳ(𝐴).

以下验证连续性. 对 𝑓 ∈ 𝐴，分别记 𝐴, 𝐵 上的求值映射为 ev𝐴
𝑓 (𝑧) = |𝑓 |𝑧 与

ev𝐵
𝜑(𝑓 )(𝑦) = |𝜑(𝑓 )|𝑦. 按照 Berkovich 谱拓扑的定义，当 𝑓 遍历 𝐴、𝑉 遍历 ℝ≥0 的

开集时，集合 (ev𝐴
𝑓 )−1(𝑉)构成ℳ(𝐴)的一个子基. 每个子基开集的原像为

(𝜑∗)−1((ev𝐴
𝑓 )−1(𝑉)) = {𝑦 ∈ ℳ(𝐵) ∶ |𝜑(𝑓 )|𝑦 ∈ 𝑉} = (ev𝐵

𝜑(𝑓 ))−1(𝑉).

右端依ℳ(𝐵) 的拓扑定义为开集，所以每个子基开集的原像都是开集，从而 𝜑∗ 连续.
最后，对任意 𝑓 ∈ 𝐴，有 𝑓 ∈ supp(𝜑∗𝑥)当且仅当 |𝜑(𝑓 )|𝑥 = 0，也即 𝜑(𝑓 ) ∈ supp(𝑥).
这便给出所述支撑公式.

上述命题里的有界性不能替代成连续性，如下例所示.

例（连续不一定有界）. 设 𝐾 = 𝑘带平凡赋值，即每个非零元素的赋值均为 1. 其赋值拓
扑离散，所以 𝑘 完备. 固定 0 < 𝑅 < 1，令 𝐴 = 𝑘[[𝑇]] 为形式幂级数环，其中每个元素
为无穷级数 𝑓 (𝑇) = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑇𝑛 且系数 𝑎𝑛 ∈ 𝑘. 对非零级数 𝑓，记 𝜈(𝑓 ) 为最低非零
项的次数，并约定 𝜈(0) = +∞. 由级数的加法与乘法，有 𝜈(𝑓 + 𝑔) ≥ min{𝜈(𝑓 ), 𝜈(𝑔)}
及 𝜈(𝑓 𝑔) = 𝜈(𝑓 ) + 𝜈(𝑔). 因而 ‖𝑓 ‖ = 𝑅𝜈(𝑓 ) 给出乘法范数，其中 𝑅+∞ = 0；它满足超三
角不等式，且延拓 𝑘的赋值. 这个范数使 𝐴完备：若 (𝑓𝑚)是 Cauchy列，则对每个整数
𝑁 ≥ 0，当 𝑚, 𝑛足够大时有 ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖ < 𝑅𝑁，即 𝜈(𝑓𝑚 − 𝑓𝑛) > 𝑁，所以 𝑓𝑚 的前 𝑁 + 1
个系数最终稳定. 将各个次数的稳定系数组成级数 𝑓，便有 ‖𝑓𝑚 − 𝑓 ‖ ≤ 𝑅𝑁+1 对充分大
的 𝑚成立. 由于 𝑅𝑁+1 → 0，得到 𝑓𝑚 → 𝑓 . 因此 (𝐴, ‖⋅‖)是 Banach 𝑘-代数.

对任意 0 < 𝑟 < 1，同样令 |𝑓 |𝑥𝑟 = 𝑟𝜈(𝑓 )，其中 𝑟+∞ = 0. 类似上述关于 𝜈 的论证仍
说明这是乘法范数. 对 𝑐 ∈ 𝑘×，𝜈(𝑐) = 0，故 |𝑐|𝑥𝑟 = 1 = |𝑐|：改变 𝑟 并未改变底域赋值.
设 𝛼 = log 𝑟/ log 𝑅 > 0，则 |𝑓 |𝑥𝑟 = ‖𝑓 ‖𝛼. 由范数的三角不等式，对任意 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐴，有

∣|𝑓 |𝑥𝑟 − |𝑔|𝑥𝑟 ∣ ≤ |𝑓 − 𝑔|𝑥𝑟 = ‖𝑓 − 𝑔‖𝛼.

右端在 𝑔 → 𝑓 时趋于零，所以 𝑓 ↦ |𝑓 |𝑥𝑟 关于原 Banach范数连续. 事实上，|𝑓 − 𝑔|𝑥𝑟 =
‖𝑓 − 𝑔‖𝛼 还说明这两个范数定义相同的拓扑.
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但有界性要求存在常数 𝐶 > 0，使 |𝑓 |𝑥𝑟 ≤ 𝐶‖𝑓 ‖对所有 𝑓 ∈ 𝐴成立. 若 0 < 𝑟 ≤ 𝑅，
由 𝜈(𝑓 ) ≥ 0可得 |𝑓 |𝑥𝑟 ≤ ‖𝑓 ‖，故 𝑥𝑟 ∈ ℳ(𝐴). 当 𝑅 < 𝑟 < 1时，取 𝑓 = 𝑇𝑛，则

|𝑇𝑛|𝑥𝑟
‖𝑇𝑛‖ = 𝑟𝑛

𝑅𝑛 = ( 𝑟
𝑅)

𝑛
⟶ ∞.

因此不存在这样的统一常数 𝐶. 尽管 | ⋅ |𝑥𝑟 连续，它仍不有界，不能给出ℳ(𝐴)中的点.

推论 2.29 (商代数的 Berkovich谱). 设 𝐼 ⊊ 𝐴是闭理想，并在 𝐴/𝐼 上取商范数

‖𝑓 + 𝐼‖quot = inf𝑖∈𝐼‖𝑓 + 𝑖‖.

则 𝐴/𝐼 是交换含幺 Banach 𝐾 -代数，商 𝐾 -代数同态 𝜌 ∶ 𝐴 → 𝐴/𝐼 诱导同胚

𝜌∗ ∶ ℳ(𝐴/𝐼) ∼−→ 𝒵𝐴(𝐼) ≔ {𝑥 ∈ ℳ(𝐴) ∶ 𝐼 ⊆ supp(𝑥)}.

其中𝒵𝐴(𝐼) = ⋂𝑓 ∈𝐼{𝑥 ∶ |𝑓 |𝑥 = 0}是闭子空间.

证明. 由于 𝐼 闭，商范数为零的剩余类只有零类. 三角不等式与次乘性由代表元的相应
估计取下确界得到. 对 𝑐 ∈ 𝐾×，利用 𝑐𝐼 = 𝐼，有 ‖𝑐(𝑓 + 𝐼)‖quot = |𝑐|‖𝑓 + 𝐼‖quot；𝑐 = 0
时也成立. 完备性可用逐次选取代表元证明：从商中的 Cauchy 列取子列，使相邻项之
差的商范数小于 2−𝑛，再选取代表元 𝑎𝑛，使 ‖𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛‖ < 21−𝑛. 于是 𝑎𝑛 在 𝐴 中收
敛，其像给出该子列、从而原 Cauchy 列的极限. 商范数还满足 ‖1 + 𝐼‖quot = 1：否则
存在 𝑖 ∈ 𝐼 使 ‖1 + 𝑖‖ < 1，等比级数使 −𝑖 = 1 − (1 + 𝑖) 可逆，这与真理想 𝐼 含有 −𝑖
矛盾. 命题 2.28 给出连续映射 𝜌∗，其像包含于 𝒵𝐴(𝐼). 反过来，若 𝑥 ∈ 𝒵𝐴(𝐼)，则
|𝑓 + 𝐼| ≔ |𝑓 |𝑥 定义良好. 对每个 𝑖 ∈ 𝐼，有 |𝑓 |𝑥 = |𝑓 + 𝑖|𝑥 ≤ ‖𝑓 + 𝑖‖；对 𝑖取下确界，得到
|𝑓 + 𝐼| ≤ ‖𝑓 + 𝐼‖quot. 这个半范数仍在每个标量 𝑐 + 𝐼 上取值 |𝑐|，因而给出ℳ(𝐴/𝐼)中
的点，并且是 𝑥 的唯一原像. 两边的求值函数在这个双射下逐项对应，所以双射及其逆
都连续.

这正是第五讲商环素谱结论的 Banach版本. 闭性保证商范数是范数，并使 𝐴/𝐼 保
持完备.

2.3.4 谱的紧性

命题 2.30 (紧 Hausdorff性). Berkovich谱ℳ(𝐴)是紧 Hausdorff空间.

证明. 命题 2.24 把每个点看作乘积空间 𝑃 = ∏𝑓 ∈𝐴[0, ‖𝑓 ‖] 中的一族实数 (|𝑓 |𝑥)𝑓 ∈𝐴.
各因子都是紧 Hausdorff 空间，故 Tychonoff 定理说明 𝑃 也是如此. 在 𝑃 中，条件
𝑥0 = 0、𝑥1 = 1、𝑥𝑐 = |𝑐|（𝑐 ∈ 𝐾）、𝑥𝑓 𝑔 = 𝑥𝑓 𝑥𝑔 以及 𝑥𝑓 +𝑔 ≤ 𝑥𝑓 + 𝑥𝑔 都是闭条件；对所有
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𝑐 ∈ 𝐾、𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐴取交，得到闭子集ℳ(𝐴). 其子空间拓扑正是使每个坐标 𝑥 ↦ |𝑓 |𝑥连续
的最弱拓扑，所以与定义中的拓扑相同.

因此，只要 ℳ(𝐴) 非空，每个函数 𝑥 ↦ |𝑓 |𝑥 都在谱上达到最大值. 紧性来自全
部半范数公理组成的闭条件，而不要求底域的闭球紧. 例如任何完备赋值域 𝐾 都满足
ℳ(𝐾) = {| ⋅ |}，因为有界乘法半范数必在 𝐾 上等于原赋值.

Banach 𝐾 -代数的 Berkovich谱及其基本性质可参见 [1]第 1章.

2.3.5 拓展阅读：一般赋值与赋值谱

本小节设 𝐾 非阿基米德，𝐴 仍是本讲约定的 Banach 𝐾 -代数. 实值半范数把函数
大小放在同一条实数轴上；若把正实数乘法群换成一般的全序交换群，则可以记录更细
的大小关系. 这里的全序与群乘法相容，即 𝛼 ≤ 𝛽 蕴含 𝛼𝛾 ≤ 𝛽𝛾.

定义 2.31 (赋值谱). 设 Γ 是按乘法记号书写的全序交换群，添入小于所有群元素的吸
收元 0. 𝐴上取值于 Γ ∪ {0}的 .赋 .值是映射 𝑣，满足

𝑣(0) = 0, 𝑣(1) = 1, 𝑣(𝑓 𝑔) = 𝑣(𝑓 )𝑣(𝑔), 𝑣(𝑓 + 𝑔) ≤ max{𝑣(𝑓 ), 𝑣(𝑔)}.

两个赋值 𝑣, 𝑤 称为 .等 .价，若对任意 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐴，𝑣(𝑓 ) ≤ 𝑣(𝑔) 当且仅当 𝑤(𝑓 ) ≤ 𝑤(𝑔). 𝐴
的 .赋 .值 .谱Spv(𝐴)是这些赋值的等价类组成的集合，其拓扑由集合

𝑈(𝑓 /𝑔) = {[𝑣] ∶ 𝑣(𝑓 ) ≤ 𝑣(𝑔) ≠ 0}, 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐴,

生成. 这里 𝑓 /𝑔只是开集的记号，不要求 𝑔可逆.

Spv(𝐴)只使用 𝐴的底层环，尚不要求赋值延拓 𝐾 的赋值或满足 Banach有界性.
与支撑命题中的证明相同，𝑣−1(0)是素理想；等价赋值有相同的零点集，因而得到映射
Spv(𝐴) → Spec 𝐴、[𝑣] ↦ 𝑣−1(0).

要使赋值与 𝐴的范数拓扑相容，记 Γ𝑣 = ⟨𝑣(𝐴) ∖ {0}⟩，即所有非零取值生成的子
群. 若对每个 𝛾 ∈ Γ𝑣，集合 {𝑓 ∈ 𝐴 ∶ 𝑣(𝑓 ) < 𝛾}都开，则称 𝑣连续. 使用这个由取值生
成的群，可使连续性不依赖冗余的值群选择，并在赋值等价下不变. 连续赋值的等价类
构成子空间 Cont(𝐴).

命题 2.25保证 Berkovich点给出上述意义的赋值，命题 2.24又保证其连续，故有
集合映射

ℳ(𝐴) ⟶ Cont(𝐴), 𝑥 ⟼ [| ⋅ |𝑥].

它可能不单射. 在前面的 𝐴 = 𝑘[[𝑇]] 例子中，所有 0 < 𝑟 ≤ 𝑅 < 1 给出的 𝑥𝑟 都不同，
但对非零 𝑓 , 𝑔，比较 𝑟𝜈(𝑓 ) ≤ 𝑟𝜈(𝑔) 恰好等价于 𝜈(𝑓 ) ≥ 𝜈(𝑔)，与 𝑟无关；涉及零元的比较
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也相同. 所以这些谱点在 Cont(𝐴)中的像都是同一个赋值等价类. ℳ(𝐴)保留具体的
实数取值，Spv(𝐴)则只保留取值之间的比较关系.

〔史略〕 Berkovich与 Huber：两种赋值几何

Vladimir Berkovich肖像 Berkovich 1990年专著 Spectral
Theory and Analytic Geometry over

Non-Archimedean Fields封面

Roland Huber 1993年专著
Bewertungsspektrum und rigide

Geometrie封面.1

Berkovich在 1990年的专著中以有界乘法半范数为点建立非阿基米德解析
几何. 这里从特征标到半范数的转变有具体的数学意义：在复数域上，完备剩余域
仍是 ℂ，因而恢复 Gelfand 谱；在非阿基米德底域上，完备剩余域可以大于底域
（是底域的域扩张），从而容纳不能由 𝐾 -值求值给出的点. 本讲的紧性证明则说明，
这些半范数在逐点收敛拓扑下组成紧 Hausdorff空间.

Huber的 1993年专著系统研究赋值谱与刚性几何的联系. 允许一般有序值
群后，还可保留实数值群无法表达的多层次大小关系；连续性条件使赋值与代数
的拓扑相容. 这一路径以赋值等价类为点.

习题

(1) 对本讲的 Banach 𝐾 -代数 𝐴 上的有界乘法半范数，直接对 𝑓 𝑛 使用有界性，证明
|𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖，再证明 ∣|𝑓 |𝑥 − |𝑔|𝑥∣ ≤ ‖𝑓 − 𝑔‖.

(2) 取平凡赋值域 𝑘，令 𝐴 = 𝑘[[𝑇]]，并取正文中的范数 ‖𝑓 ‖ = 𝑅𝜈(𝑓 )，其中 0 < 𝑅 < 1.
对 𝑅 < 𝑟 < 1，证明 𝑓 ↦ 𝑟𝜈(𝑓 )（零元取值为零）是连续的乘法半范数，且延拓 𝑘的
赋值，但不属于ℳ(𝐴).

(3) 设 𝐾 非阿基米德. 不用归纳法，而对 (𝑓1 + ⋯ + 𝑓𝑚)𝑛 展开，证明延拓底域赋值的
乘法半范数满足 |𝑓1 + ⋯ + 𝑓𝑚|𝑥 ≤ max𝑗 |𝑓𝑗|𝑥.

1三图依次来源：Weizmann Institute of Science，Vladimir Berkovich；American Mathematical Society，
Spectral Theory and Analytic Geometry over Non-Archimedean Fields；Roland Huber，Bewertungsspektrum
und rigide Geometrie，Regensburger Mathematische Schriften 23，1993年，作者提供的专著电子版，封面.

https://www.wisdom.weizmann.ac.il/~vova/
https://bookstore.ams.org/SURV/33
https://www2.math.uni-wuppertal.de/~huber/preprints/Bewertungsspektrum%20und%20Rigide%20Geometrie.pdf
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(4) 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 是本讲约定下的 Banach 𝐾 -代数，𝐴
𝜑
−→ 𝐵

𝜓
−→ 𝐶 是保持幺元的有界

𝐾 -代数同态. 验证 (𝜓 ∘ 𝜑)∗ = 𝜑∗ ∘ 𝜓∗，并写出相应的支撑等式.

(5) 对 𝑥 ∈ ℳ(𝐴)，证明 𝔭 = supp(𝑥)是素理想，且 |𝑓 + 𝔭| = |𝑓 |𝑥 在 𝐴/𝔭上定义乘法
范数. 再设 𝐼 ⊊ 𝐴是闭理想. 在商谱同胚下比较求值函数，证明其逆映射连续.

(6) 设 𝑚 ≥ 1. 给 𝐾𝑚 取最大范数，并由对角映射视为 Banach 𝐾 -代数. 利用标准幂
等元证明ℳ(𝐾𝑚)恰有 𝑚个点，求出其支撑与完备剩余域.

(7) 在正文的 𝑘[[𝑇]] 例子中，证明 𝑟 ↦ 𝑥𝑟 在 0 < 𝑟 ≤ 𝑅 上连续. 令 𝑥0(𝑓 ) 为常数项
在 𝑘中的赋值，证明该映射连续延拓到 𝑟 = 0，并求其支撑.

(8) 若 𝐴 的范数具有乘法性，证明这个范数本身给出 ℳ(𝐴) 的一个点，而且对所有
𝑓 ∈ 𝐴都有 max𝑥 |𝑓 |𝑥 = ‖𝑓 ‖.

(9) 若 𝐴 上两个与同一 𝐾 -代数结构相容的 Banach 范数彼此由常数倍控制，证明它
们定义相同的 Berkovich 谱及拓扑. 这里比较的是半范数本身，而不把不同半范
数视为同一个点.

(10) 设 𝑓 ∈ 𝐴×. 证明对所有 𝑥 ∈ ℳ(𝐴)，|𝑓 |𝑥 ≥ ‖𝑓 −1‖−1 > 0. 再证明若 ‖𝑓 − 𝑔‖ <
‖𝑓 −1‖−1，则 𝑔也是单位.

(11) 设 (𝐹𝜆)是紧谱ℳ(𝐴)中一族闭子集，每个有限子族的交非空. 证明⋂𝜆 𝐹𝜆 ≠ ∅.
据此解释：有限多个函数的闭不等式约束逐批可解时，全部约束可以同时满足.

(12) 设 𝐴0 是 𝐴 的稠密子环. 证明两个点若在 𝐴0 上相等，就在 𝐴 上相等. 进一步证
明，谱的拓扑可仅用 𝑓 ∈ 𝐴0 的求值函数生成. 提示：以命题 2.24作对全部谱点一
致的估计.

(13) 赋值谱（选做）. 设 𝐾 非阿基米德. 对素理想 𝔭 ⊂ 𝐴，定义 𝑣𝔭(𝑓 ) = 0（𝑓 ∈ 𝔭），而
𝑣𝔭(𝑓 ) = 1（𝑓 ∉ 𝔭）. 证明这是一个赋值，从而得到 Spec 𝐴 → Spv(𝐴)，其与支撑
映射的复合为恒等映射. 证明 𝑣𝔭 连续当且仅当 𝔭为开集. 若 𝐾 的赋值非平凡，说
明它为何不可能是ℳ(𝐴)的点.

(14) 连续性与赋值等价（选做）. 设 𝐾 非阿基米德，𝑥 ∈ ℳ(𝐴). 对 𝛾 > 0，用 |𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖
直接证明 {𝑓 ∈ 𝐴 ∶ |𝑓 |𝑥 < 𝛾}为开集. 再在正文的 𝑘[[𝑇]]例子中，证明 0 < 𝑟 ≤ 𝑅
对应的 𝑥𝑟 两两不同，却给出同一个连续赋值等价类.
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