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3.2 第 8讲 Berkovich圆盘、球完备与泛函分析

本讲除另有说明外，𝐾 表示完备的非阿基米德赋值域，记 𝐴 = 𝐾⟨𝑇⟩，赋予 Gauß范
数 ‖ ⋅ ‖G. 沿用第七讲的闭球 𝐷(𝑎, 𝑟)、Berkovich谱ℳ(𝐴)、圆盘点 𝑥𝑎,𝑟 及完备剩余域
ℋ(𝑥)的记号；圆盘点的参数满足 |𝑎| ≤ 1、0 ≤ 𝑟 ≤ 1.

3.2.1 最大模与谱半径

当 𝑟 = 1时，圆盘半范数就是 Gauß范数，与 |𝑎| ≤ 1的球心 𝑎无关. 记 𝑥G = 𝑥0,1，
称为 Gauß 点. 在第七讲构造的谱中，圆盘条件给出子集 𝐷an(𝑎, 𝑟) = {𝑥 ∈ ℳ(𝐴) ∶
|𝑇 − 𝑎|𝑥 ≤ 𝑟}，称为解析闭圆盘. 由于 |𝑇 − 𝑎|𝑥𝑎,𝑟 = 𝑟，这个子集包含 𝑥𝑎,𝑟.

命题 3.16. 对 |𝑎| ≤ 1、0 ≤ 𝑟 ≤ 1以及每个 𝑓 ∈ 𝐴，都有

max𝑥∈𝐷an(𝑎,𝑟) |𝑓 |𝑥 = |𝑓 |𝑥𝑎,𝑟 = ‖𝑓 ‖𝑎,𝑟.

特别地，𝐷an(0, 1) = ℳ(𝐴)，且max𝑥∈ℳ(𝐴) |𝑓 |𝑥 = |𝑓 |𝑥G = ‖𝑓 ‖G. 同一个圆盘点 𝑥𝑎,𝑟 同
时实现圆盘上所有函数的最大模.

证明. 先设 𝑟 > 0，将 𝑓 展开为 ∑𝑛≥0 𝑐𝑛(𝑇 − 𝑎)𝑛. 对 𝑥 ∈ 𝐷an(𝑎, 𝑟)，其部分和满足
∣∑𝑁

𝑛=0 𝑐𝑛(𝑇 − 𝑎)𝑛∣𝑥 ≤ max0≤𝑛≤𝑁 |𝑐𝑛|𝑟𝑛 ≤ ‖𝑓 ‖𝑎,𝑟. 部分和在 Gauß 范数下趋于 𝑓，而
| ⋅ |𝑥 ≤ ‖ ⋅ ‖G，故取极限得到 |𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖𝑎,𝑟. 当 𝑟 = 0 时，由 𝑓 = 𝑓 (𝑎) + (𝑇 − 𝑎)𝑔 得到
|𝑓 |𝑥 = |𝑓 (𝑎)|，同样成立. 这个上界在已经构造的点 𝑥𝑎,𝑟 处达到，故它确为最大值. 最后，
任意谱点均满足 |𝑇|𝑥 ≤ ‖𝑇‖G = 1，所以 𝐷an(0, 1) = ℳ(𝐴)，再取 𝑎 = 0, 𝑟 = 1 即得
Gauß范数的结论.

最大模公式说明，𝐴 中元素的全部点值不仅能区分元素，还能恢复其 Gauß 范数.
对每个 𝑥 ∈ ℳ(𝐴)，记 𝑓 (𝑥) 为 𝑓 在 ℋ(𝑥) 中的像. 记 𝒫 为所有满足 𝑢𝑥 ∈ ℋ(𝑥)
且 sup𝑥 |𝑢𝑥| < ∞ 的族 𝑢 = (𝑢𝑥)𝑥∈ℳ(𝐴) 组成的 𝐾 -代数，运算按各分量定义，并令
‖𝑢‖∞ = sup𝑥 |𝑢𝑥|.

命题 3.17. 𝒫关于 ‖ ⋅ ‖∞ 是交换 Banach 𝐾 -代数，且取值映射

𝐴 → 𝒫, 𝑓 ↦ (𝑓 (𝑥))𝑥∈ℳ(𝐴)

是等距的 𝐾 -代数嵌入.
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证明. 上确界范数满足强三角不等式与次乘性. 𝒫中的 Cauchy列在每个完备域ℋ(𝑥)
中都有极限，一致的 Cauchy估计保证极限族仍有界，并且原列一致收敛于它，故 𝒫完
备. 各取值映射 𝐴 → ℋ(𝑥)都是 𝐾 -代数同态，而命题 3.16给出 sup𝑥 |𝑓 (𝑥)| = ‖𝑓 ‖G，所
以合成的映射是等距嵌入.

这一表示中的函数值 𝑓 (𝑥)属于各点的完备剩余域ℋ(𝑥)，不必属于 𝐾 .

对于一般的交换 Banach 𝐾 -代数 𝐵，全部点值是否仍能恢复原范数？由谱点的有
界性，|𝑓 |𝑥 ≤ ‖𝑓 ‖，但这个上界还可以利用乘法性改进：对每个 𝑛 ≥ 1，有 |𝑓 |𝑛𝑥 = |𝑓 𝑛|𝑥 ≤
‖𝑓 𝑛‖，所以 |𝑓 |𝑥 ≤ inf𝑛≥1 ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛. 这个综合所有幂次得到的上界，正是下面的谱半径.

命题 3.18. 设 𝐵是交换 Banach 𝐾 -代数. 对 𝑓 ∈ 𝐵，极限

𝜌𝐵(𝑓 ) = lim𝑛→∞ ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 = inf𝑛≥1 ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛

存在，称为 𝑓 的谱半径（spectral radius）. 对每个 𝑥 ∈ ℳ(𝐵)，有 |𝑓 |𝑥 ≤ 𝜌𝐵(𝑓 ) ≤ ‖𝑓 ‖.
若范数还具有乘法性，则它本身给出一个谱点，并且 max𝑥∈ℳ(𝐵) |𝑓 |𝑥 = 𝜌𝐵(𝑓 ) = ‖𝑓 ‖.

证明. 若某个 𝑓 𝑚 = 0，则此后的幂均为零，极限与下确界都为零. 否则先固定 𝑚 ≥ 1，
再把任意 𝑛 ≥ 1 写成 𝑛 = 𝑞𝑚 + 𝑗，其中 0 ≤ 𝑗 < 𝑚. 由 𝑓 𝑛 = (𝑓 𝑚)𝑞𝑓 𝑗 及次乘性，
‖𝑓 𝑛‖ ≤ ‖𝑓 𝑚‖𝑞‖𝑓 𝑗‖. 余数 𝑗 随 𝑛变化，但只有 0, … , 𝑚 − 1这有限种可能，故可用固定常
数 𝐶𝑚 = max0≤𝑗<𝑚 ‖𝑓 𝑗‖ ≥ 1统一控制余项因子. 取 𝑛次方根，得到

‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 ≤ ‖𝑓 𝑚‖𝑞/𝑛𝐶1/𝑛
𝑚 .

当 𝑛 → ∞ 时，𝑞/𝑛 → 1/𝑚，而 𝐶1/𝑛
𝑚 → 1，因此 lim sup𝑛→∞ ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 ≤ ‖𝑓 𝑚‖1/𝑚.

由于 𝑚 任意， 上极限不超过 inf𝑚≥1 ‖𝑓 𝑚‖1/𝑚. 记 𝛼 = inf𝑚≥1 ‖𝑓 𝑚‖1/𝑚. 对每
个 𝑁 ≥ 1，所有 𝑛 ≥ 𝑁 都满足 ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 ≥ 𝛼，故 inf𝑛≥𝑁 ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 ≥ 𝛼. 由下
极限的定义， lim inf𝑛→∞ ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 = sup𝑁≥1 inf𝑛≥𝑁 ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 ≥ 𝛼. 结合刚证得的
lim sup𝑛→∞ ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 ≤ 𝛼，上下极限都等于 𝛼，所以极限存在并等于下确界.

对每个谱点，前面的幂次估计给出 |𝑓 |𝑥 ≤ 𝜌𝐵(𝑓 )；在下确界中取 𝑛 = 1，得到
𝜌𝐵(𝑓 ) ≤ ‖𝑓 ‖. 若范数具有乘法性，则 ‖𝑓 𝑛‖1/𝑛 = ‖𝑓 ‖，且范数本身满足谱点的全部公理，
所以在这个谱点上达到上界 𝜌𝐵(𝑓 ) = ‖𝑓 ‖.

对于 𝐾⟨𝑇⟩，Gauß 范数的乘法性保证了谱半径、原范数与谱上最大模相等. 一般
Banach代数的原范数则可能严格大于所有点值，如下例所示.

例 3.19 (点值与原范数). 令 𝐵 = 𝐾[𝑈]/(𝑈2)，记 𝜀 为 𝑈 的像，故 𝜀 ≠ 0而 𝜀2 = 0. 每
个元素唯一写成 𝑎 + 𝑏𝜀，其中 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾，并赋予范数 ‖𝑎 + 𝑏𝜀‖ = max{|𝑎|, |𝑏|}. 乘法公式
(𝑎 + 𝑏𝜀)(𝑐 + 𝑑𝜀) = 𝑎𝑐 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝜀与强三角不等式给出次乘性，其余范数公理直接由
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系数验证. 此范数下的 Cauchy 列恰好是两个系数分别构成 Cauchy 列；由 𝐾 完备，𝐵
是交换 Banach 𝐾 -代数.

对任意 𝑥 ∈ ℳ(𝐵)，乘法性给出 |𝜀|2𝑥 = |𝜀2|𝑥 = 0. 对 𝑎 + 𝑏𝜀 与 𝑎 = (𝑎 + 𝑏𝜀) − 𝑏𝜀
分别用三角不等式，得到 |𝑎 + 𝑏𝜀|𝑥 = |𝑎|. 反过来，投影 𝑎 + 𝑏𝜀 ↦ 𝑎确实给出这个谱点，
故ℳ(𝐵)恰有一个点.

再计算谱半径. 当 𝑎 = 0时，(𝑏𝜀)2 = 0，故谱半径为零. 当 𝑎 ≠ 0时，(𝑎 + 𝑏𝜀)𝑛 =
𝑎𝑛 + 𝑛𝑎𝑛−1𝑏𝜀. 由 |𝑛| ≤ 1，有 |𝑎|𝑛 ≤ ‖(𝑎 + 𝑏𝜀)𝑛‖ ≤ |𝑎|𝑛 max{1, |𝑏/𝑎|}. 取 𝑛次方根并
令 𝑛 → ∞，得到 𝜌𝐵(𝑎 + 𝑏𝜀) = |𝑎|. 因此对所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾，都有

max𝑥∈ℳ(𝐵) |𝑎 + 𝑏𝜀|𝑥 = 𝜌𝐵(𝑎 + 𝑏𝜀) = |𝑎|, ‖𝑎 + 𝑏𝜀‖ = max{|𝑎|, |𝑏|}.

特别地，‖𝜀‖ = 1，但其谱半径和全部点值均为零. 在这个代数中，全部点值既不能恢复原
范数，也不能区分 𝜀与 0.

3.2.2 球完备与完备性

定义 3.20 (球完备). 设 𝐹 是非阿基米德赋值域. 若 𝐹 中每个按包含关系全序排列的非
空闭球族都有公共点，则称 𝐹 是 .球 .完 .备 .的（spherically complete）. 允许任意指标集和
非负实数半径，不要求半径趋于零.

命题 3.21. 非阿基米德赋值域 𝐹 完备，当且仅当 𝐹 中每个半径趋于零的递减闭球列
𝐷(𝑎1, 𝑟1) ⊇ 𝐷(𝑎2, 𝑟2) ⊇ ⋯都有公共点. 此时公共点唯一. 特别地，球完备的赋值域必
完备.

证明. 若 𝐹 完备，则 𝑚 ≥ 𝑛 时的不等式 |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| ≤ 𝑟𝑛 说明球心构成 Cauchy 列. 其
极限属于每个闭球. 两个公共点之间的距离不超过每个 𝑟𝑛，故只能相同.

反之，设每个半径趋于零的递减闭球列都有公共点. 对任意 Cauchy列 (𝑥𝑛)，可选
取严格递增的整数 𝑛𝑗，使𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛𝑗 时 |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| ≤ 2−𝑗. 于是闭球 𝐷(𝑥𝑛𝑗 , 2−𝑗)递减；它
们的公共点是子列 (𝑥𝑛𝑗) 的极限，也是整个 Cauchy 列的极限，故 𝐹 完备. 球完备性包
含上述闭球条件，因此蕴含完备性.

球完备的来历. 球完备的一个源头是赋值域的扩张问题. 1932 年，Wolfgang Krull
在《一般赋值理论》中研究：若不增加非零元素赋值的可能取值，也不改变剩余域，一
个赋值域还能否真扩大？这里的剩余域是把赋值不超过 1 的元素组成的环，模去赋值
小于 1 的元素所成的理想. 他证明，每个赋值域都能扩张到一个不能再如此扩大的域
[6]Satz 24. 1942年，Irving Kaplansky进一步刻画了这种极大性：用闭球的语言说，不
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能再作上述扩张，恰好等价于球完备 [4]Theorem 4. 因此，球完备不仅是比 Cauchy完备
性更强的交集条件，也反映了赋值域本身的扩张性质.

Wolfgang Krull，1967年 Irving Kaplansky，1984年，Berkeley1

这一区别在泛函分析中有很具体的作用. 1952 年，A. W. Ingleton 在非阿基米德
Hahn–Banach 定理的研究中采用了球完备条件 [3]. 延拓一个有界线性泛函时，首先
要为新加入的向量选择一个函数值. 为了保持原有的范数界，这个值必须同时满足一族
形如 |𝑐 − 𝑏| ≤ 𝑟 的约束，也就是属于一族闭球. 原泛函的范数界与强三角不等式保证这
些球两两相交，因而彼此嵌套，却不保证其半径趋于零；通常的完备性因而不足以保证
存在这样的函数值，球完备性则恰好保证这些约束有共同解.

命题 3.22. 平凡赋值域以及完备的离散赋值域都是球完备的. 特别地，ℚ𝑝 是球完备的.

证明. 平凡赋值域中的非空闭球只有单点集和整个域，结论成立. 以下设 𝐹 完备且
|𝐹×| = 𝜃ℤ，其中 0 < 𝜃 < 1. 取 𝐹 中一个按包含关系全序排列的非空闭球族. 若其中有
单点球，则这个点属于整个球族，故可假设各球半径均为正. 由于非零距离都在 𝜃ℤ 中，
每个闭球都可把半径换成不超过原半径的最大值群元素，而不改变球本身. 若这些半径
有最小值，相应的球就包含于所有球中，交集非空.

若半径没有最小值，它们的下确界就为零：否则所有半径都有正下界，离散的幂次
便会给出最小值. 可从球族中选出半径严格递减且趋于零的球列. 由命题 3.21，这个球
列有公共点 𝑎. 原球族中的任一球都包含该球列中半径足够小的成员，故也包含 𝑎.

例 3.23 (完备而不球完备的赋值域). 设 𝑝 为素数，把 𝔽𝑝 看作平凡赋值域. 在 𝔽𝑝((𝑡))
中，𝑡没有 𝑝次根. 依次加入 𝑡1/𝑝, 𝑡1/𝑝2, …，得到

𝐹𝑚 = 𝔽𝑝((𝑡1/𝑝𝑚)) (𝑚 ≥ 0), 𝐹 = ⋃𝑚≥0 𝐹𝑚, |𝑡| = 𝑒−1.

每个 𝐹𝑚是以 𝑡1/𝑝𝑚
为变量的形式 Laurent级数域；非零级数的赋值为 𝑒−𝛼，其中 𝛼是

最低的 𝑡-指数. 嵌入 𝐹𝑚 → 𝐹𝑚+1 由 𝑡1/𝑝𝑚 ↦ (𝑡1/𝑝𝑚+1)𝑝 给出，保持赋值，故 𝐹 是赋值
域. 记 𝐿为 𝐹 的完备化，则 𝐿完备而不球完备.

1左图：Konrad Jacobs 摄，Oberwolfach 照片档案，图源，CC BY-SA 2.5. 右图：George M. Bergman 摄，图源，
CC BY-SA 4.0.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Wolfgang_Krull_1967.png
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.5/
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Irving_Kaplansky_1984_(re-scanned).jpg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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证明. 令 𝑞𝑗 = 1 − 𝑝−𝑗、𝑎𝑛 = ∑𝑛
𝑗=1 𝑡𝑞𝑗，并在 𝐿中取闭球 𝐷𝑛 = 𝐷(𝑎𝑛, 𝑒−𝑞𝑛+1). 由于各

指数的分母都整除 𝑝𝑛，有 𝑎𝑛 ∈ 𝐹𝑛. 相邻球心满足 |𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛| = 𝑒−𝑞𝑛+1，而球半径严
格递减，故 𝐷𝑛+1 ⊆ 𝐷𝑛. 又因 𝑎𝑛 ∉ 𝐷𝑛+1，包含关系严格；这些半径趋于 𝑒−1 > 0.

假设 𝑏 ∈ ⋂𝑛≥1 𝐷𝑛. 由 𝐹 在 𝐿 中稠密，可取 ℎ ∈ 𝐹，使 |𝑏 − ℎ| < 𝑒−1. 由于每
个球的半径都大于 𝑒−1，强三角不等式表明 ℎ 也属于所有 𝐷𝑛. 取 𝑚 ≥ 0 使 ℎ ∈ 𝐹𝑚，
则 ℎ 的指数全在 𝑝−𝑚ℤ 中，但 𝑞𝑚+1 = 1 − 𝑝−(𝑚+1) ∉ 𝑝−𝑚ℤ. 在 𝐹𝑚+1 中比较系数，
ℎ − 𝑎𝑚+1 在指数 𝑞𝑚+1 处的系数为 −1 ≠ 0，故其最低指数至多为 𝑞𝑚+1. 于是

|ℎ − 𝑎𝑚+1| ≥ 𝑒−𝑞𝑚+1 > 𝑒−𝑞𝑚+2,

与 ℎ ∈ 𝐷𝑚+1 矛盾. 因此 𝐿是完备赋值域，却不是球完备的.

对 𝐹 中的 Laurent级数而言，这些球依次要求指数 𝑞1, 𝑞2, …处的系数为 1，但新
增项 𝑡𝑞𝑗 的赋值趋于 𝑒−1，并不趋于零. 这串嵌套球并未缩小到任意精度，因而不属于完
备性所保证的半径趋于零的情形.

逐次开根还有一个代数上的效果：𝐹 中的每个元素都有 𝑝 次根. 事实上，若 ℎ =
∑𝑗≥𝐽 𝑐𝑗𝑡𝑗/𝑝𝑚 ∈ 𝐹𝑚，则 𝑢 = ∑𝑗≥𝐽 𝑐𝑗𝑡𝑗/𝑝𝑚+1 ∈ 𝐹𝑚+1 满足 𝑢𝑝 = ℎ，因为 𝑐𝑝

𝑗 = 𝑐𝑗.
这个性质在完备化后仍然成立：对 𝑏 ∈ 𝐿，取 ℎ𝑛 ∈ 𝐹 使 ℎ𝑛 → 𝑏，再取 𝑢𝑛 ∈ 𝐹 使
𝑢𝑝

𝑛 = ℎ𝑛. 由 |𝑢𝑛 − 𝑢ℓ|𝑝 = |ℎ𝑛 − ℎℓ|，列 (𝑢𝑛) 是 Cauchy 列，故收敛于某个 𝑢 ∈ 𝐿，且
|𝑢𝑝

𝑛 − 𝑢𝑝| = |𝑢𝑛 − 𝑢|𝑝 → 0，从而 𝑢𝑝 = 𝑏.

3.2.3 代数闭域上的四类点与连续路径

本节设 𝐾 为代数闭、完备且赋值非阿基米德、非平凡的域，仍记 𝐴 = 𝐾⟨𝑇⟩.

定义 3.24 (谱点的半径). 对 𝑥 ∈ ℳ(𝐴) 及 𝑎 ∈ 𝐾，记 𝑠𝑥(𝑎) = |𝑇 − 𝑎|𝑥. 称 𝑟(𝑥) =
inf𝑎∈𝐾 𝑠𝑥(𝑎)为谱点 𝑥的 .半 .径（radius）.

引理 3.25. 谱点 𝑥由函数 𝑠𝑥 唯一决定，且 0 ≤ 𝑟(𝑥) ≤ 1. 对任意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾，有

|𝑎 − 𝑏| ≤ max{𝑠𝑥(𝑎), 𝑠𝑥(𝑏)}, 𝑠𝑥(𝑏) ≤ max{𝑠𝑥(𝑎), |𝑎 − 𝑏|}.

特别地，若 𝑠𝑥(𝑎) > 𝑠𝑥(𝑏)，则 |𝑎 − 𝑏| = 𝑠𝑥(𝑎). 点 𝑥是圆盘点，当且仅当定义 𝑟(𝑥)的下
确界达到；若它在 𝑎处达到，则 |𝑎| ≤ 1且 𝑥 = 𝑥𝑎,𝑟(𝑥).

证明. 由 𝐾 代数闭，每个非零多项式都能分解为常数与一次因子的乘积，故 𝑠𝑥决定 𝑥在
多项式上的取值. 再由多项式的稠密性及估计 ∣|𝑓 |𝑥 −|𝑔|𝑥∣ ≤ ‖𝑓 −𝑔‖G，可知它决定整个谱
点. 由 𝑠𝑥(0) ≤ 1得 0 ≤ 𝑟(𝑥) ≤ 1；两条不等式都来自强三角不等式. 若 𝑠𝑥(𝑎) > 𝑠𝑥(𝑏)，
把第二条不等式中的 𝑎, 𝑏对调，再与第一条合用，便得所述等式.
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记 𝑟 = 𝑟(𝑥). 若下确界在 𝑎处达到，则 |𝑎| ≤ max{𝑠𝑥(𝑎), 𝑠𝑥(0)} ≤ 1. 当 |𝑎 − 𝑏| > 𝑟
时，上述不等式迫使 𝑠𝑥(𝑏) = |𝑎 − 𝑏|；当 |𝑎 − 𝑏| ≤ 𝑟 时，它们与 𝑠𝑥(𝑏) ≥ 𝑟 合起来给出
𝑠𝑥(𝑏) = 𝑟. 因此 𝑠𝑥(𝑏) = max{𝑟, |𝑎 − 𝑏|}，由命题 3.13及刚证的唯一性，得到 𝑥 = 𝑥𝑎,𝑟.
反之，圆盘点满足 𝑠𝑥(𝑏) = max{𝑟, |𝑎 − 𝑏|}，故下确界 𝑟在 𝑎处达到.
定理 3.26 (闭单位圆盘中的四类点). ℳ(𝐴) 中的每个点恰属于以下一类，其中所用球
心都满足 |𝑎| ≤ 1：

I. 求值点 𝑥𝑎,0，其中 |𝑎| ≤ 1.

II. 圆盘点 𝑥𝑎,𝑟，其中 0 < 𝑟 ≤ 1且 𝑟 ∈ |𝐾×|.

III. 圆盘点 𝑥𝑎,𝑟，其中 0 < 𝑟 ≤ 1且 𝑟 ∉ |𝐾×|.

IV. 来自递减闭球列 𝐷(𝑎𝑛, 𝑟𝑛) 的点，其中 |𝑎𝑛| ≤ 1、1 ≥ 𝑟1 ≥ 𝑟2 ≥ ⋯ > 0，
⋂𝑛 𝐷(𝑎𝑛, 𝑟𝑛) = ∅，并且 |𝑓 |𝑥 = lim𝑛 |𝑓 |𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛

. 此时 𝑟𝑛 趋于一个严格正数.

前三类分别称为 I、II、III型点，最后一类称为 IV型点.

证明. 给定谱点 𝑥，简记 𝑠 = 𝑠𝑥、𝑟 = 𝑟(𝑥). 若下确界达到，引理 3.25就给出前三类.

若下确界不达到，取 𝑎𝑛，使 𝑟𝑛 = 𝑠(𝑎𝑛) ≤ 1 严格递减并趋于 𝑟. 此时 |𝑎𝑛| ≤ 1，
且 𝑚 < 𝑛 时有 |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛| = 𝑟𝑚，故闭球 𝐷(𝑎𝑛, 𝑟𝑛) 严格递减. 若 𝑏 属于它们的交，则
𝑠(𝑏) ≤ max{𝑠(𝑎𝑛), |𝑎𝑛 − 𝑏|} ≤ 𝑟𝑛 对每个 𝑛 成立，于是 𝑠(𝑏) = 𝑟，与下确界不达到矛
盾. 这些球的交为空，完备性又说明 𝑟 ≠ 0.

固定 𝑏 ∈ 𝐾 . 因为 𝑠(𝑏) > 𝑟，当 𝑛 足够大时 𝑟𝑛 < 𝑠(𝑏)，从而 |𝑎𝑛 − 𝑏| = 𝑠(𝑏) 和
|𝑇 − 𝑏|𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛

= 𝑠(𝑏). 由一次因子分解，各多项式的取值最终等于它在 𝑥 处的取值. 统
一估计 |𝑓 |𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛

≤ ‖𝑓 ‖G 再把这个收敛推广到任意 𝑓 ∈ 𝐾⟨𝑇⟩.

反过来，给定第四类中的嵌套球列，由 |𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛| ≤ 𝑟𝑛 及命题 3.13，有

|𝑓 |𝑥𝑎𝑛+1,𝑟𝑛+1
≤ |𝑓 |𝑥𝑎𝑛+1,𝑟𝑛

= |𝑓 |𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛
.

因此这些取值的极限存在. 对加法、乘法和常数取极限，便得到有界乘法半范数 𝑥. 由
完备性及球列的空交性，𝑟 = lim𝑛 𝑟𝑛 > 0. 每个 𝑏 ∈ 𝐾 都在某个球之外；从那一
项开始，|𝑇 − 𝑏|𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛

保持为一个严格大于该项半径、因而大于 𝑟 的常数. 另一方面，
|𝑇 − 𝑎𝑛|𝑥 ≤ 𝑟𝑛. 所以 inf𝑏 |𝑇 − 𝑏|𝑥 = 𝑟，但下确界不达到. 这既说明所得点确属第四类，
也说明它与前三类不重合. 前三类由半径 𝑟及其是否属于值群区分.
推论 3.27. I型点 𝑥𝑎,0的支撑为 (𝑇 − 𝑎)，其余三类点的支撑都为零. 若 IV型点 𝑥来自
闭球列 𝐷(𝑎𝑛, 𝑟𝑛)，记 𝜉 为 𝑇 在ℋ(𝑥)中的像，则 |𝜉 − 𝑎𝑛| ≤ 𝑟𝑛 对所有 𝑛成立. 因此，
在ℋ(𝑥)中以同样球心和半径定义的闭球有公共点 𝜉，而 𝜉 ∉ 𝐾 . 若 𝐾 球完备，则没有
IV型点.
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证明. 前三类点的支撑已由命题 3.13算出. 设 𝑥是 IV型点，𝑟 = lim𝑛 𝑟𝑛 > 0. 对非零
级数 𝑓 = ∑ 𝑏𝑗𝑇𝑗，取达到 Gauß范数的最大指标 𝑑. 对每个 |𝑎| ≤ 1，以 𝑇 − 𝑎展开后的
𝑑次项系数仍有赋值 ‖𝑓 ‖G：它是 𝑏𝑑 加上一列由 𝑏𝑗、𝑗 > 𝑑贡献的项，而这些项的赋值一
致严格小于 ‖𝑓 ‖G. 因而 |𝑓 |𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛

≥ ‖𝑓 ‖G𝑟𝑑𝑛. 取极限得到 |𝑓 |𝑥 ≥ ‖𝑓 ‖G𝑟𝑑 > 0. 这证明了 IV
型点的支撑为零. 由完备剩余域的定义，|𝜉 − 𝑎𝑛| = |𝑇 − 𝑎𝑛|𝑥 ≤ 𝑟𝑛. 原球列在 𝐾 中的交
为空，故 𝜉 ∉ 𝐾 . 最后，球完备性排除了空交的嵌套闭球列，因而排除了 IV型点.

命题 3.28. Berkovich 闭单位圆盘ℳ(𝐴) 是道路连通的. 更具体地，对每个谱点 𝑥，存
在连续路径 [𝑟(𝑥), 1] → ℳ(𝐴)，𝑡 ↦ 𝑥𝑡，满足 𝑥𝑟(𝑥) = 𝑥、𝑥1 = 𝑥G 及 𝑟(𝑥𝑡) = 𝑡. 当
𝑟(𝑥) < 1时，这条路径是单射.

证明. 简记 𝑠 = 𝑠𝑥、𝑟 = 𝑟(𝑥). 对 𝑟 < 𝑡 ≤ 1，取 𝑎 使 𝑠(𝑎) ≤ 𝑡，并令 𝑥𝑡 = 𝑥𝑎,𝑡；另令
𝑥𝑟 = 𝑥. 因为 |𝑎| ≤ max{𝑠(𝑎), 𝑠(0)} ≤ 1，这些确是闭单位圆盘中的点. 若另选 𝑎′，则
|𝑎 − 𝑎′| ≤ max{𝑠(𝑎), 𝑠(𝑎′)} ≤ 𝑡，故点 𝑥𝑡 与选择无关. 引理 3.25中的不等式还给出

|𝑇 − 𝑏|𝑥𝑡 = max{𝑡, 𝑠(𝑏)} (𝑟 ≤ 𝑡 ≤ 1).

右端对 𝑡连续，一次因子分解便给出每个多项式的取值沿路径连续. 对级数用多项式一
致逼近，则其取值也是连续函数的一致极限. 这正是 𝑡 ↦ 𝑥𝑡 关于谱拓扑连续. 当 𝑡 = 1
时得到 𝑥G. 同一公式给出 𝑟(𝑥𝑡) = 𝑡，故 𝑟 < 1 时路径为单射. 若 𝑟 = 1，由 𝑠(0) ≤ 1
可知下确界在 0 处达到，引理 3.25 给出 𝑥 = 𝑥G，此时取常值路径. 任意两点各自连到
Gauß点，再反向拼接一条路径，即得道路连通性.
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ℳ(𝐾⟨𝑇⟩) Gauß点 𝑥G = 𝑥0,1
半
径
减
小

II型
III型

IV型（若存在）
𝑟𝑛 ↓ 𝑟 > 0

𝑥𝑎𝑛,𝑟𝑛

I型 𝑥𝑎,0

I 型 经典求值点
𝑟 = 0
𝑓 ⟼ |𝑓 (𝑎)|

II 型 分枝点
𝑟 ∈ |𝐾×|
正半径圆盘点 𝑥𝑎,𝑟

III 型 非分枝点
𝑟 ∉ |𝐾×|
正半径圆盘点 𝑥𝑎,𝑟

IV 型 空交球列
⋂𝑛 𝐷𝑛 = ∅
𝑟𝑛 ↓ 𝑟 > 0

图 3.2: 代数闭、非平凡完备赋值域上的 Berkovich 闭单位圆盘. 图中只选取有限条代表性路径，沿
途还有未画出的分枝；III、IV型在底域允许时出现. IV型点也是树的端点，但其半径严格为正，空交
的是底域中的闭球列.2

𝐾 的闭单位球完全不连通，而ℳ(𝐴)道路连通. 后者包含额外的圆盘点，其半径可
沿实区间连续变化；Gauß 点既位于上述路径的公共终点，也同时实现所有解析函数的
最大模.

本讲圆盘点的分类可参见 [1]第 1章 和 [7]第 2.3节.

习题

(1) 证明完备赋值域中半径趋于零的嵌套闭球列有唯一公共点.
(2) 对例 3.23，计算 𝑚 > 𝑛时的 |𝑎𝑚 − 𝑎𝑛|，证明球心列不是 Cauchy列，并说明这为
什么不违背 𝐿的完备性.

(3) 取平凡赋值域 𝑘 和实数 0 < 𝜃 < 1，在 𝑘((𝑡)) 上令 |𝑓 | = 𝜃ord𝑡(𝑓 )，其中 𝑓 ≠ 0 且
ord𝑡(𝑓 )为最低非零项的指数，并令 |0| = 0. 用系数稳定性证明它完备且球完备.

(4) 曲线的局部参数与分数幂. 设 𝑘 是特征零的域，𝑛 ≥ 1. 曲线映射 𝑠 ↦ 𝑡 = 𝑠𝑛

在原点的形式级数上给出 𝑘[[𝑡]] → 𝑘[[𝑠]]，继而给出 𝑘((𝑡)) ⊂ 𝑘((𝑠)). 证明每个
ℎ ∈ 𝑘((𝑠)) 唯一写成∑𝑛−1

𝑟=0 𝑠𝑟ℎ𝑟(𝑡)，其中 ℎ𝑟(𝑡) ∈ 𝑘((𝑡))，从而该域扩张的次数
为 𝑛. 对曲线 𝑦2 = 𝑡3(1 + 𝑡)，证明存在唯一的 𝑢(𝑠) ∈ 𝑘[[𝑠]]，满足 𝑢(0) = 1、

2图形参照 R. L. Benedetto，Non-Archimedean Dynamics in Dimension One，2010 年讲义，第 54 页图 3；
J. Poineau与 D. Turchetti，Berkovich Curves and Schottky Uniformization，第 7页图 1. 此处重新绘制为闭单
位圆盘，并标出四类点.

https://swc-math.github.io/aws/2010/2010BenedettoNotes-09Mar.pdf
https://arxiv.org/abs/2010.09043
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𝑢(𝑠)2 = 1 + 𝑠2. 令 𝑡 = 𝑠2、𝑦 = 𝑠3𝑢(𝑠)，求 𝑦(𝑠)的前三个非零项，并把它们写成 𝑡
的分数幂. 提示：对 𝑢(𝑠)2 = 1 + 𝑠2 逐项比较系数.

(5) Puiseux 级数域. 设 𝑘 是平凡赋值域，|𝑡| = 𝑒−1，令 𝑃𝑘 = ⋃𝑚≥1 𝑘((𝑡1/𝑚!))，各层
按参数的相容幂次嵌入. 证明 𝑃𝑘 是赋值域，且 𝑃𝑘 = ⋃𝑛≥1 𝑘((𝑡1/𝑛)). 因此，每
个元素的指数都有一个固定的公分母；阶乘只是使各层递增的一种选择. 证明 𝑃ℚ
中没有 𝑋2 − 2的根，故它不是 ℚ((𝑡))的代数闭包. 提示：比较假想根的最低指数
与首项系数.

(6) ⋆ Puiseux 域的完备化. 沿用习题 (5) 的记号，令 𝐿𝑘 = 𝑃𝑘. 取 𝑞𝑗 = 𝑗/(𝑗 + 1)、
𝑎𝑛 = ∑𝑛

𝑗=1 𝑡𝑞𝑗，在 𝐿𝑘 中令 𝐷𝑛 = 𝐷(𝑎𝑛, 𝑒−𝑞𝑛+1). 证明 𝑎𝑛 ∈ 𝑃𝑘，闭球 𝐷𝑛 严格
递减且交集为空，从而 𝐿𝑘 完备但不球完备. 提示：若 𝑏 属于交集，取 ℎ ∈ 𝑃𝑘 使
|𝑏 − ℎ| < 𝑒−1，则 ℎ也属于每个 𝐷𝑛. 取正整数 𝑀 使 ℎ ∈ 𝑘((𝑡1/𝑀))，在同时包含
ℎ与 𝑎𝑀 的有限层中，比较 ℎ − 𝑎𝑀 在指数𝑀/(𝑀 + 1)处的系数.

(7) ⋆ 代数闭与球完备. 本题可直接使用以下两个定理：Newton–Puiseux 定理断言，
当 𝑘代数闭且特征为零时，𝑃𝑘 是 𝑘((𝑡))的一个代数闭包 [5]第 1节；完备非阿基米
德赋值域的代数闭包，关于延拓赋值的完备化仍然代数闭 [2]定理 1.1. 取平凡赋值
的 𝑘 = ℂ，令 |𝑡| = 𝑒−1，并以 𝑃ℂ 作为 ℂ((𝑡)) 的代数闭包，记 ℂ𝑡 = 𝑃ℂ. 结合习
题 (6)，证明 ℂ𝑡 代数闭、完备而不球完备，并由该题的闭球列说明ℳ(ℂ𝑡⟨𝑇⟩) 中
存在 IV型点.

(8) ⋆ 设 𝐾 代数闭、完备且赋值非平凡. 对 |𝑎|, |𝑏| ≤ 1、0 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 1，令 𝑅 =
max{𝑟, 𝑠, |𝑎 − 𝑏|}. 证明分别增大半径的两条路径在 𝑥𝑎,𝑅 = 𝑥𝑏,𝑅 处相遇，且 𝑅是
使两个等半径圆盘点相同并同时满足半径不小于 𝑟, 𝑠的最小值.

(9) ⋆ 在上题对 𝐾 的假设下，证明：𝐾 球完备当且仅当 Berkovich 闭单位圆盘没有
IV 型点. 提示：对一个空交的全序闭球族，先选定其中一个球，再通过平移和
乘以标量把其后继球放进闭单位球；利用实数半径的下确界选取一个共尾递减球
列（即原球族中每个球都包含球列中的某一项）. 此处值群在正实数中稠密：若
0 < |𝜋| < 1，代数闭性给出 |𝜋|𝑞 ∈ |𝐾×|对所有 𝑞 ∈ ℚ成立；因此不同半径不能给
出同一个球.

(10) 在𝐵 = 𝐾 ×𝐾 上取范数 ‖(𝑎, 𝑏)‖ = max{|𝑎|, |𝑏|}. 计算 𝜌𝐵(𝑎, 𝑏)及全部Berkovich
点，验证最大模公式. 再用 (1, 0)、(0, 1)说明该范数不是乘法范数.
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