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3.3 第 9讲 谱上的函数与环层

3.3.1 从函数的取值到剩余域

设Ω ⊂ ℂ是开集，记𝒪(Ω)为其上的全纯函数环. 固定 𝑥 ∈ Ω，在 𝑥处取值给出含
幺环同态 ev𝑥 ∶ 𝒪(Ω) → ℂ, 𝑓 ↦ 𝑓 (𝑥). 它保持加法、乘法和常数. 对实值连续函数环、
光滑函数环，也有同样的取值同态，只是值域换成 ℝ.

命题 3.30. 设 𝐴是一个包含所有常值函数的 𝔽-值函数环，其中 𝔽 = ℝ或 ℂ. 在点 𝑥处
消失的函数组成极大理想𝔪𝑥 = {𝑓 ∈ 𝐴 ∶ 𝑓 (𝑥) = 0}，且 𝐴/𝔪𝑥 ≃ 𝔽.

证明. 取值映射的核是𝔪𝑥. 它是满射，因为常值函数 𝑐的像为 𝑐. 商环定理给出𝐴/𝔪𝑥 ≃
𝔽，因而𝔪𝑥 极大，特别是素理想.

于是，求 𝑓 (𝑥)就是把 𝑓 模掉 𝔪𝑥. 若 𝑓 (𝑥) = 0，则 𝑓 + 𝑐的剩余类等于常数 𝑐的剩
余类；一般地，𝑓 − 𝑓 (𝑥) ∈ 𝔪𝑥. 这个简单等式把分析中的取值变成了环的商运算.

第三讲的 Gelfand 变换也是这种取值：对交换复 Banach 代数的元素 𝑎，定义特
征标空间上的函数 ̂𝑎(𝜒) = 𝜒(𝑎). 由具体函数环出发，点先给出取值同态；在抽象
Banach代数中，则反过来把合适的同态作为点，再把代数元素解释为函数.

现在设 𝐴是交换含幺环，𝑋 = Spec𝐴. 对素理想 𝔭，商环 𝐴/𝔭是整环，但未必是域.
我们把它放入分式域：整环 𝑅 的分式域由 𝑎/𝑏、𝑏 ≠ 0 组成，其中 𝑎/𝑏 = 𝑐/𝑑 当且仅当
𝑎𝑑 = 𝑏𝑐，运算采用通分和分子分母相乘. 记此域为 Frac(𝑅).

定义 3.31. 点 𝑥 = 𝔭 ∈ 𝑋 的 .剩 .余 .域（residue field）是 𝜅(𝑥) = 𝜅(𝔭) = Frac(𝐴/𝔭). 对
𝑓 ∈ 𝐴，称自然映射

𝐴 ⟶ 𝐴/𝔭 ⟶ 𝜅(𝔭)

下 𝑓 的像为 𝑓 在 𝑥处的 .值，记为 𝑓 (𝑥). 我们据此把 𝐴的元素看成 𝑋 上的函数.

这一定义立刻给出 𝑓 (𝑥) = 0 ⟺ 𝑓 ∈ 𝔭，以及 (𝑓 +𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥)+𝑔(𝑥)、(𝑓 𝑔)(𝑥) =
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥). 不同点的取值域可以不同；加乘始终在同一个点的剩余域里进行. 若 𝐴是域
𝑘上的非零代数，常数 𝑐 ∈ 𝑘通过结构映射进入这些剩余域. 对一般环则未必有一个共
同的常数域.

为什么还要取分式域？若 𝑔(𝑥) ≠ 0，在 𝑥附近应当允许除以 𝑔，所得函数的值就应
是 𝑓 (𝑥)/𝑔(𝑥). 所有这些商恰好组成 Frac(𝐴/𝔭). 因此剩余域是容纳局部取值的域，而
不是把全部局部函数装在一起的环. 例如 𝑇 与 2𝑇 在复平面的原点都取零，却不是同一
个局部函数. 点值遗忘了函数在邻近点的变化.
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例 3.32 (多项式的不同取值域). 在 Specℂ[𝑇]的点 (𝑇 − 𝑎)处，剩余域为 ℂ，𝑓 的值就
是通常的 𝑓 (𝑎). 在点 𝜂 = (0)处，剩余域却是 ℂ(𝑇)，𝑇(𝜂)是分式域中的 𝑇，并非某个
预先指定的复数. 它保留了变量本身，且没有非零多项式在 𝜂处消失.

在 Specℝ[𝑇]中，(𝑇2 + 1)是极大理想，剩余域为 ℝ[𝑇]/(𝑇2 + 1) ≃ ℂ. 记 𝑇 的
像为 𝛼，则 𝛼2 = −1，故 (𝑇2 + 1)(𝑥) = 0，而 (𝑇 + 1)(𝑥) = 𝛼 + 1 ≠ 0. 选择同构把 𝛼
送到 𝑖后，这就是在 𝑖处代入. 把 𝛼送到 −𝑖也给出同构；素理想本身没有选定这两个表
示中的哪一个.

例 3.33 (整数也是函数). 在 𝑋 = Specℤ上，闭点 (𝑝)的剩余域为 𝔽𝑝，泛点 (0)的剩余
域为 ℚ. 把整数 6 ∈ ℤ看成函数，则

6((2)) = 0, 6((3)) = 0, 6((5)) = 1 ∈ 𝔽5, 6((0)) = 6 ∈ ℚ.

因此它的零点集是 𝑉(6) = {(2), (3)}. 这里的“零点”不是实数轴上的零点，而是取值
同态把 6送到零的素理想. 乘积 6 = 2 ⋅ 3对应 𝑉(6) = 𝑉(2) ∪ 𝑉(3)，正是第五讲的理
想运算所表达的几何关系.

例 3.34 (Gauß 整数环上的零点). 在 Specℤ[𝑖] 上，函数 5 的零点为 𝔭+ = (2 + 𝑖) 与
𝔭− = (2 − 𝑖)，因为 5 = (2 + 𝑖)(2 − 𝑖)，且这两个素理想的商环都是 𝔽5. 但函数 𝑖在这
两点的值不同：在 𝔭+ 处，𝑖 = −2 = 3；在 𝔭− 处，𝑖 = 2. 因而 2 + 𝑖在前一点取零，在后一
点取 4. 第五讲中 (5)上方的两个点，就能被这样一个函数区分开来.
例 3.35 (有理点不足以检测函数). 设 𝐴 = 𝔽𝑝[𝑇]. 非零多项式 𝐹 = 𝑇𝑝 − 𝑇 在每个点
(𝑇 − 𝑎)、𝑎 ∈ 𝔽𝑝 处都取零，但在泛点处的值仍是 𝔽𝑝(𝑇)中的非零元素 𝑇𝑝 − 𝑇. 所以，
只看底域中坐标的点，可能把非零函数误认成零函数.

对 Berkovich 谱，取值还有赋值的结构. 设 𝐴 是完备赋值域 𝐾 上的交换含幺
Banach代数，𝑥 ∈ ℳ(𝐴). 第六讲的命题 2.27给出

𝐴 ⟶ 𝜅(𝔭𝑥) ⟶ ℋ(𝑥), 𝔭𝑥 = {𝑓 ∶ |𝑓 |𝑥 = 0}, |𝑓 (𝑥)| = |𝑓 |𝑥.

这里 𝑓 (𝑥)是域ℋ(𝑥)中的元素，|𝑓 |𝑥 才是非负实数. 后者只表示前者的大小，不保持通
常的加法，不能代替取值同态. 完备化则使收敛级数的取值也有自然的完备值域.

例 3.36 (圆盘点处的变量值). 取 𝐴 = 𝐾⟨𝑇⟩，其中 𝐾 完备、非阿基米德. 在经典点 𝑥𝑎,0、
|𝑎| ≤ 1 处，ℋ(𝑥𝑎,0) = 𝐾 且 𝑇(𝑥𝑎,0) = 𝑎. 在正半径点 𝑥 = 𝑥𝑎,𝑟、0 < 𝑟 ≤ 1 处，支
撑为零. 若记 𝑇 在 ℋ(𝑥) 中的像为 𝜏，则 |𝜏 − 𝑎| = 𝑟，且对 𝑓 = ∑𝑛 𝑐𝑛(𝑇 − 𝑎)𝑛，有
|𝑓 (𝑥)| = max𝑛 |𝑐𝑛|𝑟𝑛. 特别地，Gauß 点处 |𝜏| = 1，却不能写成 𝑇(𝑥G) = 1. 事实上
𝑇 − 1 ≠ 0，而支撑为零，故 𝜏 − 1 ≠ 0.
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3.3.2 分式函数及其最大正则区域

在复分析中，若 𝑔(𝑥) ≠ 0，则由连续性，𝑔在 𝑥的某个邻域上无零点；因而全纯函数
之商 𝑓 /𝑔在这个邻域上全纯. 分母在别处消失并不妨碍这件事. 交换代数中的对应条件
是 𝑔 ∉ 𝔭，相应的邻域就是主开集 𝐷(𝑔).

复分析中的亚纯函数（meromorphic function，亦称半纯函数）局部可写成两个全
纯函数之商，分母不恒为零；它允许极点. 约去公共因子以后，分母不再消失的地方仍是
全纯区域. 下面的有理函数及其最大正则区域，是这一图像的代数对应.

本小节先假设 𝐴是整环. 同一分式域中的函数可以有不同分式表示，所以应该问函
数在哪里有合法的表示，而不是只看某一次写下的分母.

定义 3.37. 整环 𝐴 的分式域 𝐹 = Frac(𝐴) 中的元素称为 𝑋 = Spec𝐴 上的 .有 .理 .函 .数
（rational function）. 若 ℎ ∈ 𝐹 能写成 ℎ = 𝑎/𝑏，其中 𝑏 ∉ 𝔭，则称 ℎ 在 𝔭 处 .正 .则
（regular）. 此时令 ℎ(𝔭) = ̄𝑎/𝑏̄ ∈ 𝜅(𝔭). 称所有这类点组成的集合 𝑈ℎ 为 ℎ的 .最 .大 .正
.则 .区 .域.

若 𝑎/𝑏 = 𝑐/𝑑且 𝑏, 𝑑 ∉ 𝔭，等式 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐模掉 𝔭后仍成立，故上述取值与表示无关.
“正则”是代数几何中与“全纯”对应的术语. 有理函数则起着亚纯函数的作用；但在复分
析中，亚纯函数未必有理，例如整函数 𝑒𝑧 就不是有理函数. 因此这里采用代数几何的名
称，不把这两个概念直接等同.

命题 3.38. 对 ℎ ∈ 𝐹，令 𝐼ℎ = {𝑏 ∈ 𝐴 ∶ 𝑏ℎ ∈ 𝐴}. 则 𝐼ℎ 是非零理想，且

𝑈ℎ = ⋃𝑏∈𝐼ℎ
𝐷(𝑏) = 𝑋 ∖ 𝑉(𝐼ℎ).

特别地，最大正则区域是开集，它只取决于 ℎ，不取决于分式表示.

证明. 若 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐼ℎ、𝑎 ∈ 𝐴，则 (𝑏 + 𝑐)ℎ = 𝑏ℎ + 𝑐ℎ ∈ 𝐴、(𝑎𝑏)ℎ = 𝑎(𝑏ℎ) ∈ 𝐴，故 𝐼ℎ 是
理想. 取一个表示 ℎ = 𝑢/𝑣、𝑣 ≠ 0，便有 𝑣 ∈ 𝐼ℎ，所以它非零. 点 𝔭属于 𝑈ℎ，恰好表示
存在 𝑏 ∉ 𝔭使 𝑏ℎ ∈ 𝐴，即 𝔭 ∈ 𝐷(𝑏)对某个 𝑏 ∈ 𝐼ℎ 成立. 这给出所述等式和开性.

例 3.39 (1/6的正则区域). 对 𝐴 = ℤ、ℎ = 1/6，条件 𝑏ℎ ∈ ℤ等价于 6 ∣ 𝑏，故 𝐼ℎ = (6)，
𝑈ℎ = 𝐷(6) = Specℤ ∖ {(2), (3)}. 在素数 𝑝 ≠ 2, 3 处，ℎ((𝑝)) 是 𝔽𝑝 中 6 的逆元；
例如 ℎ((5)) = 1，ℎ((11)) = 2. 在 (2)或 (3)处则不存在另一种分母非零的表示：若
1/6 = 𝑎/𝑏，便有 𝑏 = 6𝑎，其分母必被 2、3 整除. 因此这两个点确实是不能延拓为正则
函数的点，而不只是书写造成的障碍.
例 3.40 (约分与可去的分母). 在 𝐴 = 𝑘[𝑇] 中，分式 (𝑇2 − 1)/(𝑇 − 1) 表面上只在
𝐷(𝑇 − 1) 上给出取值，但它等于多项式 𝑇 + 1，所以最大正则区域是整个 Spec𝑘[𝑇].
在 (𝑇 − 1)处的值为 2 ∈ 𝑘，若 𝑘的特征为 2，这个值就是零. 相比之下，1/𝑇 的最大正
则区域恰为 𝐷(𝑇).
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例 3.41 (没有实极点，却不是处处正则). 在实直线上，ℎ(𝑇) = 1/(𝑇2 + 1) 对每个
实数都有定义，甚至是光滑函数. 然而在 𝑋 = Specℝ[𝑇] 上，它的最大正则区域是
𝐷(𝑇2 + 1) = 𝑋 ∖ {(𝑇2 + 1)}. 事实上，若 ℎ = 𝑎/𝑏，则 𝑏 = 𝑎(𝑇2 + 1)，所以任何表示
的分母都属于 (𝑇2 + 1). 这个点的剩余域为 ℂ，在其中 𝑇2 + 1确实取零. 从复分析看，
分母在 𝑖与 −𝑖处消失；从 ℝ[𝑇]的素谱看，这两个共轭坐标由同一个素理想记录.

在非空开集 𝑈 ⊂ 𝑋 上处处正则的有理函数组成子环 {ℎ ∈ 𝐹 ∶ 𝑈 ⊂ 𝑈ℎ}. 加法与
乘法的封闭性来自通分：在 𝔭处可用的两个分母之积仍不属于 𝔭. 不同的开集分别配有
函数环；缩小定义域，可能使原来不合法的分母变得合法.

3.3.3 开集上的函数与环层

仍设 𝐴 是整环，𝐹 = Frac(𝐴)，𝑋 = Spec𝐴. 对非空开集 𝑈，记 𝒪𝑋(𝑈) =
{ℎ ∈ 𝐹 ∶ 𝑈 ⊂ 𝑈ℎ}，即 𝑈 上处处正则的有理函数环. 若 ∅ ≠ 𝑉 ⊂ 𝑈，限制映射
𝒪𝑋(𝑈) → 𝒪𝑋(𝑉)就是把同一个分式放到较小的定义域上. 另令 𝒪𝑋(∅)为零环.

命题 3.42 (主开集与全局函数). 对非零的 𝑓 ∈ 𝐴，有 𝒪𝑋(𝐷(𝑓 )) = {𝑎/𝑓 𝑛 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑛 ≥
0} ⊂ 𝐹. 特别地，𝒪𝑋(𝑋) = 𝐴.

证明. 分式 𝑎/𝑓 𝑛 在 𝐷(𝑓 ) 上处处正则. 反过来，若 ℎ ∈ 𝐹 在 𝐷(𝑓 ) 上正则，则由
𝑈ℎ = 𝑋 ∖ 𝑉(𝐼ℎ)，有 𝑉(𝐼ℎ) ⊂ 𝑉(𝑓 ). 根理想判据给出 𝑓 ∈ √𝐼ℎ，所以某个 𝑓 𝑛 ∈ 𝐼ℎ，即
𝑎 = 𝑓 𝑛ℎ ∈ 𝐴. 因此 ℎ = 𝑎/𝑓 𝑛. 取 𝑓 = 1就得到全局函数环等于 𝐴.

例 3.43 (删除零点以后能除以什么). 在 Specℤ上，𝒪𝑋(𝐷(6)) = {𝑎/6𝑛 ∶ 𝑎 ∈ ℤ, 𝑛 ≥
0}，记为 ℤ[1/6]. 约分后，允许的分母恰好只含素因子 2、3；例如 1/2 = 3/6、1/3 = 2/6
都在其中，1/5不在其中. 若进一步限制到 𝐷(30) ⊂ 𝐷(6)，则可以再除以 5. 限制同态
就是 ℤ[1/6] ↪ ℤ[1/30].

类似地，在 Spec𝑘[𝑇]上，𝒪𝑋(𝐷(𝑇)) = 𝑘[𝑇, 𝑇−1]，它由有限个正、负整数次幂组
成，称为 Laurent 多项式环. 这里没有任何收敛条件；例如 𝑇2 + 𝑇−3 合法，∑𝑛≥0 𝑇𝑛

则不是 Laurent多项式.

例 3.44 (两块上的函数怎样合成一个函数). 在 𝑋 = Specℤ 上，𝐷(2) ∪ 𝐷(3) = 𝑋，交
集为 𝐷(6). 设在这两块上分别给定 ℎ2 ∈ ℤ[1/2]、ℎ3 ∈ ℤ[1/3]. 要使它们来自一个全
局函数，必须在交集上相等，即它们在 ℚ中是同一个数 ℎ.

把 ℎ写成最简分数. 由 ℎ ∈ ℤ[1/2]，分母只能含素因子 2；由 ℎ ∈ ℤ[1/3]，分母只
能含素因子 3. 故分母只能是 1，即 ℤ[1/2] ∩ ℤ[1/3] = ℤ. 于是相容的两块函数恰好
合成一个整数函数，而且唯一. 例如两边都取 7可以合成；分别取 1/2与 1/3则不行，因
为它们在交集上已经不相同.
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全纯函数也遵守同样的规则. 若 𝑈 = ⋃𝑖 𝑈𝑖，各 𝑈𝑖 上的全纯函数在交叠处相等，
便可以逐点合成 𝑈 上唯一的函数；全纯性是局部条件，故所得函数仍全纯. 环层正是把
“缩小定义域”和“相容函数合成”这两件事记录下来.

定义 3.45 (环层). 拓扑空间 𝑋 上的 .环 .层（sheaf of rings）𝒪 由以下数据组成：每个开
集 𝑈 对应一个环 𝒪(𝑈)，每个包含关系 𝑉 ⊂ 𝑈 对应一个限制同态 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝒪(𝑈) →
𝒪(𝑉)，记 𝑠|𝑉 = 𝜌𝑈,𝑉(𝑠). 这些数据满足：

(1) 限制到自身不改变函数；若 𝑊 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑈，则 𝜌𝑉,𝑊𝜌𝑈,𝑉 = 𝜌𝑈,𝑊 .

(2) 若 𝑈 = ⋃𝑖 𝑈𝑖，且 𝑠𝑖 ∈ 𝒪(𝑈𝑖) 在每个 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 上有相同限制，则存在唯一的
𝑠 ∈ 𝒪(𝑈)，使 𝑠|𝑈𝑖 = 𝑠𝑖 对所有 𝑖成立.

另规定 𝒪(∅)为零环. 𝒪(𝑈)的元素也称为 𝑈 上的 .截 .面（section）；当 𝑈 = 𝑋 时，称为
全局截面，也就是整个空间上的函数.

命题 3.46. 上述整环 𝐴的开集函数环 𝒪𝑋(𝑈)及限制映射组成环层.

证明. 限制的恒等与复合性质直接成立. 设 𝑈 ≠ ∅，并在一个开覆盖的每块上给定相容
的正则函数. 去掉空的覆盖成员后，每两块的交都包含泛点 (0)，因而非空. 相容性说明
各块给出的分式在 𝐹 中相等，记其共同值为 ℎ. 每个点都在某一块中，故 ℎ在 𝑈 上处处
正则. 于是 ℎ ∈ 𝒪𝑋(𝑈)，且它是唯一可能的合成函数.

这里说明的不是给函数任意分配点值，而是把各处合法的函数表达放在一起. 例如
在 Specℤ 中，泛点必须属于每个非空开集；同一个有理函数在不同素数处的值因而不
能任意指定.

3.3.4 圆盘、圆环与解析函数

在素谱上，缩小开集以后可以增加分母；在解析几何中，还应当允许新的收敛级数.
以下固定完备的非阿基米德赋值域 𝐾 . 先以 𝑋 = ℳ(𝐾⟨𝑇⟩) 为例，取 0 < 𝑟 < 1，考
虑闭圆盘 𝑉𝑟 = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ |𝑇|𝑥 ≤ 𝑟}. 在这里，级数 ∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑇𝑛 一致收敛的条件是
|𝑎𝑛|𝑟𝑛 → 0. 相应的函数代数为

𝐵𝑟 = 𝐾⟨𝑟−1𝑇⟩ = {∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑇𝑛 ∶ |𝑎𝑛|𝑟𝑛 ⟶ 0} , ‖𝑓 ‖𝑟 = max𝑛 |𝑎𝑛|𝑟𝑛.

它关于这个范数完备，证明与第二讲 Tate 代数的系数逐项收敛证明相同. 记号 𝑟−1𝑇
指明变量允许的半径为 𝑟，不要求实数 𝑟 属于 𝐾 . 𝑉𝑟 是闭圆盘；这里写的是这一圆盘自
身的解析函数代数，并未把它当成开集.
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例 3.47 (同一个几何级数在大小圆盘上的区别). 在 𝐵𝑟 中，𝐹(𝑇) = ∑𝑛≥0 𝑇𝑛 收敛，且

(1 − 𝑇)𝐹 = 1. 它不仅逐点收敛，还满足精确的余项估计 ‖𝐹 − ∑𝑁
𝑛=0 𝑇𝑛‖𝑟 = 𝑟𝑁+1，所

以在整个小圆盘上一致收敛.

同一个级数不属于 𝐾⟨𝑇⟩，因为其系数不趋于零. 相应的函数 1/(1 − 𝑇)也不可能
在整个闭单位圆盘上解析：假如存在全局逆元，在经典点 𝑇 = 1处取值就会得到 0 = 1.
这与 1/6在 𝐷(6)上正则、却不能在整个 Specℤ上正则相似.
例 3.48 (圆环上的函数与负次幂). 取 0 < 𝜌 < 1，考虑闭圆环 𝑊𝜌 = {𝑥 ∶ 𝜌 ≤ |𝑇|𝑥 ≤
1}. 函数 1/𝑇 在这里有界，大小不超过 𝜌−1. 圆环上的解析函数由 Laurent 级数
∑𝑛∈ℤ 𝑐𝑛𝑇𝑛 给出，收敛条件为

|𝑐𝑛| ⟶ 0, |𝑐−𝑛|𝜌−𝑛 ⟶ 0 (𝑛 ⟶ ∞).

第一条件控制非负次幂在外边界的收敛，第二条件控制负次幂在内边界的收敛. 范数为
max{sup𝑛≥0 |𝑐𝑛|, sup𝑛≥1 |𝑐−𝑛|𝜌−𝑛}. 于是 𝑇2 + 𝑇−3 的范数为 𝜌−3. 当区域靠近原点
时，负次幂的大小增大，正好对应它在原点的极点.

再取 𝑎 ∈ 𝐾 满足 0 < |𝑎| < 𝜌. 由于 |𝑎/𝑇| ≤ |𝑎|/𝜌 < 1，几何级数给出

1
𝑇−𝑎 = ∑𝑛≥0 𝑎𝑛𝑇−𝑛−1, ∥ 1

𝑇−𝑎 − ∑𝑁
𝑛=0 𝑎𝑛𝑇−𝑛−1∥

𝑊𝜌
= 𝜌−1 ( |𝑎|

𝜌 )
𝑁+1

.

这里出现的无限负次幂不是额外的极点；它们共同表示在圆环上没有极点的 1/(𝑇 −𝑎).
被排除的点 𝑇 = 𝑎位于圆环的孔中.
例 3.49 (一个函数，两种展开). 仍取 0 < |𝑎| < 1. 在闭圆盘 |𝑇| ≤ 𝑟、0 < 𝑟 < |𝑎| 上，有

1
𝑇 − 𝑎 = − ∑

𝑛≥0
𝑎−𝑛−1𝑇𝑛；在闭圆环 |𝑎| < 𝜌 ≤ |𝑇| ≤ 1上，则有 1

𝑇 − 𝑎 = ∑
𝑛≥0

𝑎𝑛𝑇−𝑛−1.

前者使用 |𝑇/𝑎| < 1，后者使用 |𝑎/𝑇| < 1. 两者是同一个有理函数在不同区域的收敛表
达，不是两个不同的函数.

圆盘与圆环之间，|𝑇| = |𝑎|的点也不能一概排除. 若 𝑏 ∈ 𝐾、|𝑏| ≤ 1且 𝑏 ≠ 𝑎，则在
|𝑇 − 𝑏| ≤ 𝑠、0 < 𝑠 < |𝑏 − 𝑎|上， 1

𝑇 − 𝑎 = ∑
𝑛≥0

(−1)𝑛(𝑇 − 𝑏)𝑛

(𝑏 − 𝑎)𝑛+1 . 因此某一次展开不收敛，

不等于函数在该点有极点. 这与代数分式需要考虑所有合法表示是同样的道理.
例 3.50 (穿孔圆盘上的倒数). 在 𝑋 = ℳ(𝐾⟨𝑇⟩)中，𝑈 = {𝑥 ∶ |𝑇|𝑥 > 0}是开集，恰好
删去经典点 𝑇 = 0. 函数 1/𝑇 在每个闭圆环 𝑊𝜌 ⊂ 𝑈 上都解析，且这些表达彼此一致.
每个 𝑥 ∈ 𝑈 都可取 0 < 𝜌 < |𝑇|𝑥，使 𝑥的开邻域 {|𝑇| > 𝜌}包含于这个圆环. 因此 1/𝑇
在整个 𝑈 上解析.

它不能延拓成整个闭单位圆盘上的解析函数 ℎ ∈ 𝐾⟨𝑇⟩. 否则在 Gauß点 𝑥G 处有
(𝑇ℎ − 1)(𝑥G) = 0. 该点的支撑为零，故 𝑇ℎ − 1 = 0于 𝐾⟨𝑇⟩，再在 𝑇 = 0处取值便得
矛盾.
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例如开圆盘 {|𝑇| < 1}上，一个以 𝑇 展开的级数只须满足：对每个 0 < 𝑟 < 1，都有
|𝑎𝑛|𝑟𝑛 → 0. 所以它的系数未必趋于零. 闭圆盘上的函数需要连同边界一起收敛，这正
是 𝐾⟨𝑇⟩的条件. 解析函数环既记录允许的除法，也记录区域的大小与收敛要求.

3.3.5 带函数层的空间

环层把一个空间各个开集上的函数同时记录下来. 称拓扑空间 𝑋 连同其上的环层
𝒪𝑋 为带环空间（ringed space）. 空间相同而函数层不同，得到的几何结构也可能不同.

对整环，前面已经直接构造了 Spec𝐴上的正则函数环层. 对一般交换环 𝐴，主开集
𝐷(𝑓 )上“允许除以 𝑓”可以用熟悉的商环写成

𝒪𝑋(𝐷(𝑓 )) ≃ 𝐴[𝑆]/(𝑓 𝑆 − 1).

变量 𝑆 表示 1/𝑓，所以商环中的元素都可以写成 𝑎/𝑓 𝑛 的形式；这里 𝑎/𝑓 𝑛 是商环元素
𝑎𝑆𝑛 的记号，并不假设 𝐴嵌入某个分式域. 若 𝐷(𝑔) ⊂ 𝐷(𝑓 )，根理想判据给出 𝑔𝑁 = 𝑐𝑓，
其中 𝑁 ≥ 1、𝑐 ∈ 𝐴. 在 𝐷(𝑔)上，𝑓 的逆元因而可以写成 𝑐/𝑔𝑁；把 𝑆送到此逆元，就得
到从 𝐷(𝑓 )到 𝐷(𝑔)的限制同态. 逆元唯一，故限制不依赖表达的选择.

这些主开集函数环及其限制确定 Spec𝐴 上的一个环层，称为结构层（structure
sheaf），记为𝒪𝑋 . 其任意开集上的函数由主开集上的相容表达给出.1 特别地，取 𝑓 = 1
得到 𝒪𝑋(𝑋) ≃ 𝐴[𝑆]/(𝑆 − 1) ≃ 𝐴.
例 3.51 (中国剩余定理与两块上的函数). 令 𝐴 = ℤ/12ℤ，以横线表示整数在 𝐴中的像.
其素谱只有 (2̄)、(3̄)两点. 它们分别组成开集 𝐷(3̄)与 𝐷(2̄)，且两者不交. 在第一块上
令 3̄可逆，由 3 ⋅ 4 = 0得到 4 = 0，因而函数环是 ℤ/4ℤ；反过来，3在此商环中本来就
可逆，所以没有再加别的关系. 同理，第二块的函数环为 𝔽3. 两块上的函数可以独立指
定，合成的全局函数正是中国剩余定理 ℤ/12ℤ ≃ ℤ/4ℤ × 𝔽3 所给出的元素.

函数 ̄6 ≠ 0在两个剩余域 𝔽2, 𝔽3 中都取零，但在两块的函数环中对应 (2̄, 0)，并未
消失. 因此结构层不能简单地定义成“所有逐点取值的集合”：局部函数环可以保留剩余
域看不到的信息.

例 3.52 (两条轴分开以后). 令 𝐴 = 𝑘[𝑋, 𝑌]/(𝑋𝑌)，以 𝑥, 𝑦 记变量的像. 方程 𝑋𝑌 = 0
表示两条坐标轴，交点对应 (𝑥, 𝑦). 在𝐷(𝑥)上，𝑥可逆，故 𝑥𝑦 = 0强迫 𝑦 = 0；相应的函数
环为 𝑘[𝑥, 𝑥−1]. 同理，𝐷(𝑦)上的函数环为 𝑘[𝑦, 𝑦−1]. 由于 𝐷(𝑥) ∩ 𝐷(𝑦) = 𝐷(𝑥𝑦) = ∅，
删去交点后得到的开集 𝑈 = 𝐷(𝑥) ∪ 𝐷(𝑦)上有 𝒪𝑋(𝑈) = 𝑘[𝑥, 𝑥−1] × 𝑘[𝑦, 𝑦−1].

例如在第一条轴上取 1，在第二条轴上取 0，就得到 𝑈 上的正则函数. 它却不能延
拓到整个空间：一个全局多项式 𝑃(𝑋, 𝑌) 在两条轴上的限制 𝑃(𝑋, 0)、𝑃(0, 𝑌) 必有相

1一般交换环的这一构造采用标准的结构层结论，见 [2]第 I章，1.3.4与 1.3.7；此处不展开一般情形的存在性证明. 整环
的构造与环层性质已在前文直接验证.
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同的常数项 𝑃(0, 0)，不可能分别恒等于 1、0. 交点存在时，两条轴上的函数必须在那里
一致；删去交点后，这一约束就消失了.

定义 3.53 (仿射概形). 交换环 𝐴 的素谱连同其正则函数结构层 (Spec𝐴, 𝒪Spec𝐴)，称
为 𝐴定义的 .仿 .射 .概 .形（affine scheme）. 若一个带环空间可以通过同胚及各开集上与限
制相容的环同构识别为这样的空间，也称它为仿射概形.

Grothendieck 与 Dieudonné 的《代数几何基础》第一卷（1960）正是这样组织仿
射几何：把环元素解释为函数，把剩余域作为点值的容器，再用结构层记录各个开集上
的正则函数 [2]第 I章，1.1.1、1.3.4与 1.3.7. 这一观点使整数环与多项式环能够接受同样的
几何处理. 所得空间不必是复流形：它容许奇点、有限特征以及不同的剩余域；与复几何
相通之处，在于用局部函数及其限制描述空间.

Alexander Grothendieck Grothendieck与 Dieudonné，《代数几何基础》第一卷
《概形的语言》，1960年原刊扉页.2

在非阿基米德解析几何中，给定正实数 𝑟1, … , 𝑟𝑛，有限变量的收敛级数代数
𝐾⟨𝑟−1

1 𝑇1, … , 𝑟−1𝑛 𝑇𝑛⟩由满足 |𝑎𝜈|𝑟𝜈1
1 ⋯ 𝑟𝜈𝑛𝑛 → 0的幂级数组成，范数为这些加权系数大

小的最大值. 这里趋于零表示：对每个 𝜖 > 0，只有有限个加权系数的大小不小于 𝜖. 它
关于闭理想的商，配以商范数，称为 𝐾 上的类仿射代数（affinoid algebra）. 例如 𝐾⟨𝑇⟩
与上面的小圆盘代数 𝐵𝑟 都是类仿射代数.

对类仿射代数 𝐴，𝑋 = ℳ(𝐴)配有标准的解析函数结构：普通开集 𝑈 上的解析函
数组成环 𝒪an

𝑋 (𝑈)，它们及其限制映射构成解析结构层，且 𝒪an
𝑋 (𝑋) ≃ 𝐴.3 局部的函数

仍以ℋ(𝑥)为完备取值域；在圆盘和圆环上，这就是把收敛级数中的变量代入 𝑇(𝑥). 解
析结构保留函数的代数表达，不只是它们逐点的大小或取值.

2肖像来源：MacTutor的 Grothendieck人物页. 扉页来源：NUMDAM，IHÉS第 4卷原刊，PDF第 2页；原刊
版权归 Publications mathématiques de l’IHÉS（1960）.

3这里使用类仿射空间的标准解析结构层及其全局函数环的性质；一般构造不在此证明，见 [3]第 3.3节与第 4.2.1节. 上
述圆盘与圆环的级数环是这一结构的具体实例.

https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Grothendieck/
https://www.numdam.org/article/PMIHES_1960__4__5_0.pdf
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定义 3.54 (Berkovich 类仿射解析空间). 保留 𝐾 -类仿射代数 𝐴 的 Banach 结构，
为 ℳ(𝐴) 配备上述标准解析结构， 所得对象称为 𝐴 定义的 Berkovich .类 .仿 .射
.解 .析 .空 .间 （Berkovich affinoid analytic space） . 其普通开集上的带环空间记为

(ℳ(𝐴), 𝒪an
ℳ(𝐴)).

Berkovich 在 1990 年的专著中把有界乘法半范数的谱与解析函数结构放在一起
[1]. 它延续了 Gelfand 谱从代数元素得到函数的思想，同时把非阿基米德的圆盘、圆
环及其收敛函数纳入几何. 这里的类仿射假设规定了所用的函数代数；不能把任意 Ba-
nach代数的谱都直接称为类仿射解析空间.

两种几何的全局函数环都是原来的 𝐴，但局部函数不同：在 Spec𝑘[𝑇]的 𝐷(𝑇)上，
允许的是有限 Laurent多项式；在解析圆环上，则使用满足收敛条件的 Laurent级数；
底域赋值非平凡时，其中还包含无限级数. 而 6 与 1/6、𝑇 与 1/𝑇，分别说明全局函数、
局部函数及其定义域之间的关系.

习题

(1) 设 𝐴 = 𝐶([0, 1], ℝ). 证明在 𝑥 ∈ [0, 1] 处取值的核为极大理想；若 𝑥 ≠ 𝑦，用函
数 𝑡 ↦ 𝑡 − 𝑥证明这两个核不同.

(2) 在 Specℤ上计算函数 30的零点集，以及它在 (7)、(11)、(0)处的值. 求 7/30的
最大正则区域，并计算它在 (11)处的值.

(3) 在 Specℝ[𝑇]的点 𝔭 = (𝑇2 + 1)处，计算 𝑇3 + 2𝑇 + 1与 1/(𝑇 − 1)的值. 用
𝛼 = 𝑇 mod 𝔭表示答案，再选 𝛼 ↦ 𝑖写成复数. 为什么 1/(𝑇2 + 1)不能在该点取
值？

(4) 在 Specℤ[𝑖]上求 1/(2 + 𝑖)的最大正则区域，并计算它在 (2 − 𝑖)处的值. 与 1/5
的正则区域比较，解释二者为何不同.

(5) 在 Spec𝔽𝑝[𝑇]上，证明 𝑇𝑝 − 𝑇 的零点恰为 (𝑇 − 𝑎)、𝑎 ∈ 𝔽𝑝. 解释它为什么不
是零函数.

(6) 在 Spec𝑘[𝑇]上求 (𝑇3 − 𝑇)/𝑇 与 1/(𝑇(𝑇 − 1))的最大正则区域. 计算前者在
(𝑇)处的值，说明书写中的零分母为何不一定是极点.

(7) 在 Specℤ上，证明 𝐷(6) ∪ 𝐷(35) = 𝑋，并在 ℚ中计算 ℤ[1/6] ∩ ℤ[1/35]. 用此
结果解释这个覆盖上的相容函数如何合成全局函数.

(8) 在 Spec𝑘[𝑇] 上，证明 𝐷(𝑇) ∪ 𝐷(𝑇 − 1) = 𝑋 . 设 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑘[𝑇]、𝑚, 𝑛 ≥ 0，且
𝑎/𝑇𝑚 = 𝑏/(𝑇 − 1)𝑛 于 𝑘(𝑇)，利用 𝑇𝑚 与 (𝑇 − 1)𝑛 互素，证明这个共同函数属
于 𝑘[𝑇].
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(9) 设 𝐴 = 𝑘 × 𝑘. 写出其素谱的全部开集，以及每个开集的函数环和所有限制映射.
对两单点开集的覆盖，直接核查环层定义.

(10) 设 𝐴 = 𝑘[𝜀]/(𝜀2). 证明 𝑎 + 𝑏𝜀 是单位当且仅当 𝑎 ≠ 0，并在可逆时写出逆元. 解
释为什么 𝜀的点值为零却不是零函数.

(11) 取 𝑥 = 𝑥𝑎,𝑟 ∈ ℳ(𝐾⟨𝑇⟩)，|𝑎| ≤ 1、0 < 𝑟 ≤ 1. 计算 |(𝑇 − 𝑏)(𝑥)|，并说明 𝑇(𝑥)为
什么不可能属于 𝐾 . 对经典点 𝑥𝑎,0，答案有何变化？

(12) 对 0 < 𝑟 < 1，证明 𝐾⟨𝑇⟩ → 𝐾⟨𝑟−1𝑇⟩ 是单射且范数不增，但不是满射. 计算
∑𝑛≥0 𝑇𝑛 在小圆盘上的范数及第 𝑁 个部分和的误差.

(13) 设 0 < |𝑎| < 1. 分别在 |𝑇| ≤ 𝑟、0 < 𝑟 < |𝑎|和 |𝑎| < 𝜌 ≤ |𝑇| ≤ 1上展开 1/(𝑇−𝑎)，
计算其范数及部分和误差. 若 |𝑏| = |𝑎|、𝑏 ≠ 𝑎，再写出它在以 𝑏为心的小圆盘上的
展开.

(14) ⋆ 令 𝐴 = 𝑘[𝑋, 𝑌]，𝑈 = 𝐷(𝑋) ∪ 𝐷(𝑌) = Spec𝐴 ∖ {(𝑋, 𝑌)}. 证明 𝒪(𝑈) =
𝑘[𝑋, 𝑌]：设 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴、𝑚, 𝑛 ≥ 0，若 𝑎/𝑋𝑚 = 𝑏/𝑌𝑛，由 𝑎𝑌𝑛 = 𝑏𝑋𝑚 及
𝐴/(𝑋) ≃ 𝑘[𝑌] 是整环，逐次证明 𝑋𝑚 ∣ 𝑎. 这说明删去平面原点并不产生新的
正则函数；与直线上删去原点后出现 1/𝑇 的情形比较.
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