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4.2 第 11讲 张量积、复化与范畴

本讲中的环均为交换含幺环，环同态保持幺元；𝐴表示这样的环，𝑘表示域.

4.2.1 张量积与双线性映射

二维平面上的多项式函数可以由一元多项式相乘、相加得到. 让两个函数 𝑓 , 𝑔 ∈
ℝ[𝑡] 各自依赖独立坐标 𝑥, 𝑦，即得乘积函数 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦]. 另一方面，二元单项
式 𝑐𝑥𝑖𝑦𝑗 都有此形式，因而任意二元多项式 ℎ(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ[𝑥, 𝑦] 都是形如乘积 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑦)
的有限和. 几何上两条实直线的乘积，对应于单变量多项式函数相乘，再取线性组合.

张量积把这一构造推广到模：为分属两个模的元素引入形式乘积，并把这些乘积的
有限和组成一个新模. 乘积须与原有的加法、数乘相容，这正是下面的双线性条件.

定义 4.18 (双线性映射). 设𝑀, 𝑁, 𝑃为 𝐴-模. 映射 𝛽 ∶ 𝑀 × 𝑁 → 𝑃称为 𝐴- .双 .线 .性 .映 .射
（bilinear map），如果对所有 𝑚, 𝑚′ ∈ 𝑀、𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁、𝑎 ∈ 𝐴，都有等式

𝛽(𝑚 + 𝑚′, 𝑛) = 𝛽(𝑚, 𝑛) + 𝛽(𝑚′, 𝑛), 𝛽(𝑎𝑚, 𝑛) = 𝑎𝛽(𝑚, 𝑛),
𝛽(𝑚, 𝑛 + 𝑛′) = 𝛽(𝑚, 𝑛) + 𝛽(𝑚, 𝑛′), 𝛽(𝑚, 𝑎𝑛) = 𝑎𝛽(𝑚, 𝑛).

换言之，固定 𝑛 后，𝑚 ↦ 𝛽(𝑚, 𝑛) 是 𝑀 → 𝑃 的 𝐴-线性映射；固定 𝑚 后，𝑛 ↦
𝛽(𝑚, 𝑛)是 𝑁 → 𝑃 的 𝐴-线性映射.

例 4.19 (域的乘法). 域 𝑘的乘法 𝜇 ∶ 𝑘 × 𝑘 → 𝑘, (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥𝑦是 𝑘-双线性的：固定任一
变量时，这个映射就是乘以一个固定的标量. 但它不是从向量空间 𝑘 ⊕ 𝑘到 𝑘的线性映
射：𝜇(1, 0) + 𝜇(0, 1) = 0，而 𝜇((1, 0) + (0, 1)) = 𝜇(1, 1) = 1. 双线性要求每次固定
一个变量；同时改变两个变量时，并不要求上述线性等式成立.

例 4.20 (由向量组成矩阵). 设 𝑟, 𝑠 为正整数. 对 𝑣 = (𝑣𝑖) ∈ 𝑘𝑟、𝑤 = (𝑤𝑗) ∈ 𝑘𝑠，把
(𝑣, 𝑤)送到矩阵 (𝑣𝑖𝑤𝑗)1≤𝑖≤𝑟, 1≤𝑗≤𝑠，便得到从 𝑘𝑟 × 𝑘𝑠 到 𝑟 × 𝑠矩阵组成的 𝑘-向量空间
的映射. 固定一个向量时，矩阵的每个分量都是另一个向量坐标的线性函数，所以这一
映射是 𝑘-双线性的.

例 4.21 (两种多项式乘法). 回到开头的多项式例子. 在实向量空间 ℝ[𝑡] × ℝ[𝑡] 上，
(𝑓 , 𝑔) ↦ 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑦)与 (𝑓 , 𝑔) ↦ 𝑓 (𝑡)𝑔(𝑡)分别定义了取值于 ℝ[𝑥, 𝑦]与 ℝ[𝑡]的实双线
性映射. 前者把 (𝑡, 1)、(1, 𝑡) 分别送到不同的坐标函数 𝑥, 𝑦，后者却把它们都送到 𝑡，相
当于进一步令 𝑥 = 𝑦. 双线性本身并不要求 𝑥 = 𝑦.

张量积只规定双线性所要求的关系，使每个双线性映射都能由张量积上的线性映
射唯一地给出.
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定义 4.22. 设𝑀, 𝑁 为 𝐴-模. 一个 𝐴-模 𝑄连同一个 𝐴-双线性映射 𝜏 ∶ 𝑀 × 𝑁 → 𝑄，称
为𝑀, 𝑁 在 𝐴上的 .张 .量 .积（tensor product），如果满足下述条件：对每个 𝐴-模 𝑃及每个
𝐴-双线性映射 𝛽 ∶ 𝑀 × 𝑁 → 𝑃，存在唯一的 𝐴-线性映射 ℎ ∶ 𝑄 → 𝑃，使

𝛽(𝑚, 𝑛) = ℎ(𝜏(𝑚, 𝑛)) (𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁).

这一条件称为张量积的 .泛 .性 .质（universal property）.

这里 (𝑄, 𝜏)对𝑀, 𝑁 固定，而目标模 𝑃与映射 𝛽 可以任取；对每一组 𝑃, 𝛽，上述条
件分别确定唯一的 ℎ.

定理 4.23 (张量积的存在与唯一性). 任意两个 𝐴-模 𝑀, 𝑁 都有张量积. 若 (𝑈, 𝜏𝑈)、
(𝑉, 𝜏𝑉)都是 𝑀, 𝑁 的张量积，则存在唯一的 𝐴-模同构 ℎ ∶ 𝑈 → 𝑉，使 ℎ(𝜏𝑈(𝑚, 𝑛)) =
𝜏𝑉(𝑚, 𝑛)对所有 𝑚 ∈ 𝑀、𝑛 ∈ 𝑁 成立.

证明. 对每个 (𝑚, 𝑛) ∈ 𝑀 × 𝑁 引入一个符号 [𝑚, 𝑛]. 令 𝐹 为这些符号的形式和
∑(𝑚,𝑛)∈𝑀×𝑁 𝑎𝑚,𝑛[𝑚, 𝑛] 组成的 𝐴-模：每个系数 𝑎𝑚,𝑛 ∈ 𝐴，只有有限个非零；两
个形式和相等是指每个符号的系数都相等，加法与数乘按系数定义. 模公理由 𝐴中的环
运算得到，而这些符号按定义构成 𝐹 的基. 令 𝑅 ⊆ 𝐹 为下列元素生成的 𝐴-子模，其中
𝑚, 𝑚′ ∈ 𝑀、𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁、𝑎 ∈ 𝐴遍历所有取值：

[𝑚 + 𝑚′, 𝑛] − [𝑚, 𝑛] − [𝑚′, 𝑛], [𝑚, 𝑛 + 𝑛′] − [𝑚, 𝑛] − [𝑚, 𝑛′],
[𝑎𝑚, 𝑛] − 𝑎[𝑚, 𝑛], [𝑚, 𝑎𝑛] − 𝑎[𝑚, 𝑛].

这里“生成的子模”就是包含这些元素的最小子模，也就是它们的所有有限项 𝐴-线性组
合组成的集合. 令 𝑄 ≔ 𝐹/𝑅，并定义 𝜏 ∶ 𝑀 × 𝑁 → 𝑄，𝜏(𝑚, 𝑛) ≔ [𝑚, 𝑛] + 𝑅. 在商
模中，𝑅 的上述四类生成元分别等于零，恰好给出 𝜏 满足双线性的四个等式. 由于符号
[𝑚, 𝑛]构成 𝐹 的基，它们的像 𝜏(𝑚, 𝑛)生成 𝑄.

给定 𝐴-双线性映射 𝛽 ∶ 𝑀 × 𝑁 → 𝑃，先按∑𝑟
𝑗=1 𝑎𝑗[𝑚𝑗, 𝑛𝑗] ↦ ∑𝑟

𝑗=1 𝑎𝑗𝛽(𝑚𝑗, 𝑛𝑗)
定义 𝐴-线性映射 𝐹 → 𝑃. 由 𝛽 的双线性，𝑅 的每个生成元都映为零，故此映射诱导
𝐴-线性映射 ℎ ∶ 𝑄 → 𝑃，满足 ℎ(𝜏(𝑚, 𝑛)) = 𝛽(𝑚, 𝑛). 任何满足此条件的线性映射都在
𝑄的生成元 𝜏(𝑚, 𝑛)上取相同的值，故 ℎ唯一. 由此 (𝑄, 𝜏)是张量积.

若 (𝑈, 𝜏𝑈)、(𝑉, 𝜏𝑉)都满足泛性质，则分别得到 𝐴-线性映射 ℎ ∶ 𝑈 → 𝑉、𝑔 ∶ 𝑉 →
𝑈，满足 ℎ ∘ 𝜏𝑈 = 𝜏𝑉、𝑔 ∘ 𝜏𝑉 = 𝜏𝑈 . 于是 (𝑔 ∘ ℎ) ∘ 𝜏𝑈 = 𝜏𝑈，由 𝑈 的泛性质中的唯一
性可得 𝑔 ∘ ℎ = id𝑈；同理 ℎ ∘ 𝑔 = id𝑉 . 因此 ℎ是所需的唯一同构.

固定上述构造的 (𝑄, 𝜏)，记 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 ≔ 𝑄、𝑚 ⊗ 𝑛 ≔ 𝜏(𝑚, 𝑛). 映射 𝜏 的值 𝑚 ⊗ 𝑛
称为纯张量（pure tensor）. 下标 𝐴 指明系数环；例如 𝜏 的双线性给出 (𝑎𝑚) ⊗ 𝑛 =
𝑎(𝑚 ⊗ 𝑛) = 𝑚 ⊗ (𝑎𝑛)对所有 𝑎 ∈ 𝐴、𝑚 ∈ 𝑀、𝑛 ∈ 𝑁 成立.
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每个 𝑢 ∈ 𝑀⊗𝐴𝑁都是有限个纯张量之和. 事实上，𝑢有一个由有限个符号 [𝑚𝑗, 𝑛𝑗]
组成的代表元，故可写为 𝑢 = ∑𝑟

𝑗=1 𝑎𝑗(𝑚𝑗 ⊗ 𝑛𝑗) = ∑𝑟
𝑗=1(𝑎𝑗𝑚𝑗) ⊗ 𝑛𝑗，其中 𝑟 为

正整数，𝑎𝑗 ∈ 𝐴、𝑚𝑗 ∈ 𝑀、𝑛𝑗 ∈ 𝑁. 这样的有限和表示不唯一，例如由双线性有
(𝑚 + 𝑚′) ⊗ 𝑛 = 𝑚 ⊗ 𝑛 + 𝑚′ ⊗ 𝑛.

构造 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 → 𝑃 的 𝐴-线性映射时，可以先给出 𝑀 × 𝑁 → 𝑃 的映射 𝛽，再验证
它分别对两个变量 𝐴-线性. 泛性质随后保证公式𝑚 ⊗ 𝑛 ↦ 𝛽(𝑚, 𝑛)唯一确定所需的线
性映射，不依赖张量的有限和表示.1

命题 4.24 (自由模的张量积与矩阵). 若 𝑒1, … , 𝑒𝑟 与 𝑓1, … , 𝑓𝑠 分别是 𝐴𝑟, 𝐴𝑠 的标准基，
则元素 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓𝑗（1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑠）构成 𝐴-模 𝐴𝑟 ⊗𝐴 𝐴𝑠 的一组基. 张量积 𝐴𝑟 ⊗𝐴 𝐴𝑠

与以 𝐴中元素为系数的 𝑟 × 𝑠矩阵所成的 𝐴-模Mat𝑟×𝑠(𝐴)同构，同构把 𝑣 ⊗ 𝑤送到矩
阵 (𝑣𝑖𝑤𝑗)𝑖,𝑗，其中 𝑣 = (𝑣𝑖)、𝑤 = (𝑤𝑗).

证明. 映射 (𝑣, 𝑤) ↦ (𝑣𝑖𝑤𝑗)𝑖,𝑗 是 𝐴-双线性的，故诱导所述 𝐴-线性映射. 反向把矩阵
(𝑎𝑖𝑗) 送到∑𝑖,𝑗 𝑎𝑖𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑓𝑗. 双线性给出 𝑣 ⊗ 𝑤 = ∑𝑖,𝑗 𝑣𝑖𝑤𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓𝑗，所以两个映射互逆.
第 (𝑖, 𝑗) 个位置为 1、其余位置为 0 的标准矩阵对应于 𝑒𝑖 ⊗ 𝑓𝑗，故这些纯张量构成张量
积的基.

在实平面上，上述矩阵表示可以直接联系到长度、角度与面积. 对 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2)、
𝑤 = (𝑤1, 𝑤2)，记对应矩阵为 𝐶 = (𝑐𝑖𝑗) = (𝑣𝑖𝑤𝑗). 线性函数 𝐶 ↦ 𝑐11 + 𝑐22 给出标准
内积 ⟨𝑣, 𝑤⟩，而 𝐶 ↦ 𝑐12 − 𝑐21给出以 𝑣, 𝑤为邻边的平行四边形的有向面积. 更一般地，
任意双线性映射 𝐵 ∶ ℝ2 × ℝ2 → ℝ都满足 𝐵(𝑣, 𝑤) = ∑2

𝑖,𝑗=1 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗)𝑐𝑖𝑗，因而是 𝐶 的
线性函数. 同一个张量 𝑣 ⊗ 𝑤因此可以用于计算不同的几何量，构造它时无须预先选定
其中某一种运算. 选基只是把这个张量写成矩阵；张量积本身由泛性质确定，不依赖基.

例 4.25 (张量不一定是纯张量). 在 𝑘2 ⊗𝑘 𝑘2 中，𝑒1 ⊗ 𝑒1 + 𝑒2 ⊗ 𝑒2 对应二阶单位矩阵，
不可能是纯张量：对 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑘2，纯张量 𝑣 ⊗ 𝑤对应的矩阵的每一列都是 𝑣的标量倍，秩
至多为一，而单位矩阵的秩为二. 所以有限个纯张量之和未必仍是纯张量. 由上一命题
给出的基还可知，对有限维 𝑘-向量空间 𝑉, 𝑊，有 dim𝑘(𝑉 ⊗𝑘 𝑊) = dim𝑘 𝑉 ⋅ dim𝑘 𝑊.

纯张量的两个因子非零，也不保证纯张量非零. 例如在 (ℤ/2ℤ) ⊗ℤ (ℤ/3ℤ) 中，
𝑢 = 1 ⊗ 1同时满足 2𝑢 = 0、3𝑢 = 0，于是 𝑢 = 3𝑢 − 2𝑢 = 0. 所有纯张量都是它的整数
倍，因此整个张量积为零.

例 4.26 (有限秩算子). 设 𝐸, 𝐹 是 𝑘-向量空间，记代数对偶为 𝐸∨ = Hom𝑘(𝐸, 𝑘). 对
𝜆 ∈ 𝐸∨、𝑦 ∈ 𝐹，公式

𝑥 ⟼ 𝜆(𝑥)𝑦

定义一个秩至多为一的线性算子 𝐸 → 𝐹. 映射 (𝜆, 𝑦) ↦ [𝑥 ↦ 𝜆(𝑥)𝑦]是双线性的，因
1上述构造参见[1]第 2章，命题 2.12，第 24–25页；也见[4]第 10.12节.
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而诱导线性映射

Ψ ∶ 𝐸∨ ⊗𝑘 𝐹 ⟶ Hom𝑘(𝐸, 𝐹), Ψ(𝜆 ⊗ 𝑦)(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑦.

这个映射的像恰好是有限秩算子的全体. 事实上，张量∑𝑟
𝑗=1 𝜆𝑗 ⊗𝑦𝑗给出的算子的像包

含于 span𝑘{𝑦1, … , 𝑦𝑟}. 反过来，若 𝑇 ∶ 𝐸 → 𝐹 的像由 𝑦1, … , 𝑦𝑟 构成一组基，把 𝑇(𝑥)
按这组基展开为 𝑇(𝑥) = ∑𝑟

𝑗=1 𝜆𝑗(𝑥)𝑦𝑗，则每个 𝜆𝑗 ∈ 𝐸∨，且 𝑇 = Ψ(∑𝑟
𝑗=1 𝜆𝑗 ⊗ 𝑦𝑗).

再把 𝑦𝑗 取成线性无关，就可看出Ψ的核为零.

若 𝑘 = ℝ 或 ℂ，且 𝐸, 𝐹 是赋范空间，把 𝐸∨ 换成连续对偶 𝐸′，则同一公式把
𝐸′ ⊗𝑘 𝐹 识别为从 𝐸到 𝐹 的有限秩有界算子空间. 因此，泛函分析中的秩一算子就是纯
张量，有限秩算子则是有限个纯张量之和.

〔史略〕 张量积的起源：几何量与抽象乘积

张量的一个重要来源，是用不同坐标描述同一个几何量. 例如，选基后内积
写成 ∑𝑖,𝑗 𝑔𝑖𝑗𝑣𝑖𝑤𝑗，其中 𝑔𝑖𝑗 是第 𝑖, 𝑗 个基向量的内积，𝑣𝑖, 𝑤𝑗 是向量的坐标. 换
基会改变这些系数与坐标，而内积的值不变. 1900 年，Gregorio Ricci 与 Tullio
Levi-Civita 在《绝对微分学的方法及其应用》中系统研究了这类坐标变换规律.
其中的乘法把两组分量两两相乘；乘积的分量按两个因子各自的变换规律一起变
化. 用现代语言看，(𝑣𝑖𝑤𝑗)正是 𝑣 ⊗ 𝑤的坐标表达 [3]第 I章第 2–3节.

1938 年，Hassler Whitney 在《阿贝尔群的张量积》中提出一个抽象的乘法
问题：给定阿贝尔群 𝐺, 𝐻，希望在一个新群中容纳符号乘积 𝑔 ⋅ ℎ，使乘法对两个
变量分别满足分配律. 他用这些乘积的有限和构造新群，并把分配律规定的表达
式视为相等 [5]p. 495及定理 1. 这与本讲取 𝐴 = ℤ 时的构造相对应：乘积先作为新
元素存在，每个分别可加的具体运算再给出从这个群出发的同态. 从阿贝尔群推
广到 𝐴-模时，还须规定数乘与这个乘法相容；例如 (𝑎𝑚) ⊗ 𝑛 = 𝑚 ⊗ (𝑎𝑛)表示把
𝑎乘在任一因子上，所得张量相同.

Gregorio Ricci-Curbastro
意大利数学家，创立绝对微分学.

Tullio Levi-Civita
意大利数学家，与 Ricci共同奠定

张量分析基础.

Hassler Whitney
美国数学家，1938年构造阿贝尔

群的张量积.2
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Ricci与 Levi-Civita
《绝对微分学的方法及其应用》

1900年，原刊第 125页题名

Whitney《阿贝尔群的张量积》
1938年，原刊第 495页题名

4.2.2 计算规则：直和、商模与关系

命题 4.27 (张量积的基本运算). 设𝑀, 𝑀′, 𝑁, 𝑁′, 𝑃为 𝐴-模. 任意 𝐴-线性映射 𝑓 ∶ 𝑀 →
𝑀′、𝑔 ∶ 𝑁 → 𝑁′诱导 𝐴-线性映射 𝑓 ⊗𝑔 ∶ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 → 𝑀′ ⊗𝐴 𝑁′，规定 (𝑓 ⊗𝑔)(𝑚⊗𝑛) =
𝑓 (𝑚) ⊗ 𝑔(𝑛). 此外，下列公式给出同构：

𝐴 ⊗𝐴 𝑀 ≃ 𝑀, 𝑎 ⊗ 𝑚 ⟼ 𝑎𝑚,
𝑀 ⊗𝐴 𝑁 ≃ 𝑁 ⊗𝐴 𝑀, 𝑚 ⊗ 𝑛 ⟼ 𝑛 ⊗ 𝑚,

(𝑀 ⊕ 𝑁) ⊗𝐴 𝑃 ≃ (𝑀 ⊗𝐴 𝑃) ⊕ (𝑁 ⊗𝐴 𝑃), (𝑚, 𝑛) ⊗ 𝑝 ⟼ (𝑚 ⊗ 𝑝, 𝑛 ⊗ 𝑝).

结合律同构 (𝑀 ⊗𝐴 𝑁) ⊗𝐴 𝑃 ≃ 𝑀 ⊗𝐴 (𝑁 ⊗𝐴 𝑃)把 (𝑚 ⊗ 𝑛) ⊗ 𝑝送到 𝑚 ⊗ (𝑛 ⊗ 𝑝).

证明. 映射 𝑓 ⊗ 𝑔 由双线性映射 (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑓 (𝑚) ⊗ 𝑔(𝑛)诱导. 三个所列同构也来自双
线性映射；它们的逆分别由𝑚 ↦ 1 ⊗ 𝑚、交换两个因子，以及 (𝑚 ⊗ 𝑝, 0) ↦ (𝑚, 0) ⊗ 𝑝、
(0, 𝑛 ⊗ 𝑝) ↦ (0, 𝑛) ⊗ 𝑝给出. 在生成元上检查复合映射，即得互逆.

对结合律，先固定 𝑝 ∈ 𝑃，利用 (𝑚, 𝑛) ↦ 𝑚 ⊗ (𝑛 ⊗ 𝑝)的双线性得到 𝐴-线性映射
𝐹𝑝 ∶ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 → 𝑀 ⊗𝐴 (𝑁 ⊗𝐴 𝑃). 映射 (𝑢, 𝑝) ↦ 𝐹𝑝(𝑢) 对 𝑢 ∈ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁、𝑝 ∈ 𝑃 是
𝐴-双线性的，再用一次泛性质就得到所需映射. 反向按相同方法构造；两个复合分别固
定生成元 (𝑚 ⊗ 𝑛) ⊗ 𝑝和 𝑚 ⊗ (𝑛 ⊗ 𝑝)，故均为恒等映射.

这些同构由所写出的元素公式确定，不依赖基的选取. 例如 𝐴𝑟 ⊗𝐴 𝑁 ≃ 𝑁𝑟 把
(𝑎1, … , 𝑎𝑟) ⊗ 𝑛送到 (𝑎1𝑛, … , 𝑎𝑟𝑛). 若 𝑚1, … , 𝑚𝑟 生成𝑀，𝑛1, … , 𝑛𝑠 生成 𝑁，则展开
纯张量可知，元素族 (𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑗)1≤𝑖≤𝑟, 1≤𝑗≤𝑠 生成𝑀 ⊗𝐴 𝑁，但未必在 𝐴上线性无关.

命题 4.28 (商模与张量积). 设𝑀, 𝑁 为 𝐴-模，𝐿 ⊆ 𝑀是子模，𝑅 ⊆ 𝑀 ⊗𝐴 𝑁 是所有 𝑙⊗𝑛
（𝑙 ∈ 𝐿, 𝑛 ∈ 𝑁）生成的子模. 则

(𝑀/𝐿) ⊗𝐴 𝑁 ≃ (𝑀 ⊗𝐴 𝑁)/𝑅, (𝑚 + 𝐿) ⊗ 𝑛 ⟼ (𝑚 ⊗ 𝑛) + 𝑅.
2肖像来源（均经 Wikimedia Commons）：Ricci-Curbastro（约 1900 年），Istituto Veneto di Scienze, Lettere

ed Arti，CC BY 4.0；Levi-Civita（1941 年以前），都灵科学院历史档案；Whitney（1973 年 4 月），Sally Thurston
摄，CC BY 3.0. 书影分别截取自 Zenodo所存《Mathematische Annalen》第 54卷扫描件与 Categories邮件列表
所存《Duke Mathematical Journal》第 4卷扫描件的首页题名部分.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gregorio_Ricci_Curbastro.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Gregorio_Ricci_Curbastro.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tullio_Levi_Civita,_ante_1941_-_Accademia_delle_Scienze_di_Torino_0094.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HasslerWhitney-April1973.jpg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:HasslerWhitney-April1973.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/
https://zenodo.org/records/1428270
https://membership.internetnz.nz/archives/list/categories-list@categories.org.au/message/BZ2OJNPFNHUNQNBXKCVNTTAKGNRTP6FL/attachment/4/whitney1938.pdf
https://membership.internetnz.nz/archives/list/categories-list@categories.org.au/message/BZ2OJNPFNHUNQNBXKCVNTTAKGNRTP6FL/attachment/4/whitney1938.pdf
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证明. 若 𝑙 ∈ 𝐿，则 (𝑚 + 𝑙) ⊗ 𝑛 − 𝑚 ⊗ 𝑛 = 𝑙 ⊗ 𝑛 ∈ 𝑅，故右侧的商类不依赖 𝑚 + 𝐿的
代表元，并给出关于 𝑚 + 𝐿, 𝑛的双线性映射. 反向由 𝑚 ⊗ 𝑛 ↦ (𝑚 + 𝐿) ⊗ 𝑛得到：这个
线性映射在 𝑅上为零，故诱导商模上的映射. 两个复合分别固定生成元 (𝑚 + 𝐿) ⊗ 𝑛和
(𝑚 ⊗ 𝑛) + 𝑅，因此两映射互逆.

推论 4.29 (商环与模的张量积). 设 𝑀 为 𝐴-模. 对理想 𝐼 ⊆ 𝐴，记 𝐼𝑀 为所有 𝑎𝑚
（𝑎 ∈ 𝐼, 𝑚 ∈ 𝑀）的有限和组成的子模. 则

(𝐴/𝐼) ⊗𝐴 𝑀 ≃ 𝑀/𝐼𝑀, (𝑎 + 𝐼) ⊗ 𝑚 ⟼ 𝑎𝑚 + 𝐼𝑀.

特别地，对任意理想 𝐽 ⊆ 𝐴，有 (𝐴/𝐼) ⊗𝐴 (𝐴/𝐽) ≃ 𝐴/(𝐼 + 𝐽).

证明. 对商模 𝐴/𝐼 和模 𝑀 应用上一命题. 在同构 𝐴 ⊗𝐴 𝑀 ≃ 𝑀 下，由所有 𝑎 ⊗ 𝑚
（𝑎 ∈ 𝐼, 𝑚 ∈ 𝑀）生成的子模对应于 𝐼𝑀. 对最后一式，𝐼(𝐴/𝐽) = (𝐼 + 𝐽)/𝐽，再取商即
得结论.

例 4.30 (有限循环群). 对正整数 𝑚, 𝑛，令 𝑑 = gcd(𝑚, 𝑛). 推论给出

(ℤ/𝑚ℤ) ⊗ℤ (ℤ/𝑛ℤ) ≃ ℤ/(𝑚ℤ + 𝑛ℤ) = ℤ/𝑑ℤ.

对任意 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ，𝑎 ⊗ 𝑏对应 𝑎𝑏 mod 𝑑，其中左、右两个因子中的上横线分别表示模 𝑚、
模 𝑛 的剩余类. 这个公式给出了每个纯张量在上述同构下的像. 例如 𝑚 = 6, 𝑛 = 4 时
结果为 ℤ/2ℤ；当 𝑚, 𝑛互素时，上述张量积是零模.

例 4.31 (单射可能变成零映射). 单射 𝑢 ∶ ℤ → ℤ, 𝑎 ↦ 2𝑎与 ℤ/2ℤ上的恒等映射 id作
张量积，得到

𝑢 ⊗ id ∶ ℤ ⊗ℤ ℤ/2ℤ ⟶ ℤ ⊗ℤ ℤ/2ℤ.

源与靶均同构于 ℤ/2ℤ，而非零生成元 1 ⊗ 1的像为 2 ⊗ 1 = 1 ⊗ 2 = 0. 这里用到了数
乘恒等式 2 ⊗ 1 = 1 ⊗ 21. 因此 𝑢 ⊗ id是零映射，特别地，它不是单射.

与此相对，若 𝐴-线性映射 𝑓 ∶ 𝑀 → 𝑀′、𝑔 ∶ 𝑁 → 𝑁′ 都是满射，则 𝑓 ⊗ 𝑔 也是满射：
目标中的每个纯张量 𝑚′ ⊗ 𝑛′ 都有原像 𝑚 ⊗ 𝑛，其中 𝑓 (𝑚) = 𝑚′、𝑔(𝑛) = 𝑛′，而纯张量
生成目标模. 命题 4.28还给出了商模与张量积交换次序的具体公式.

4.2.3 标量扩张与复化

设 𝜑 ∶ 𝐴 → 𝐵是环同态. 任意 𝐵-模 𝑁 都可以看成 𝐴-模，只需对 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑛 ∈ 𝑁 规
定 𝑎𝑛 = 𝜑(𝑎)𝑛. 反过来，如何由一个 𝐴-模𝑀 构造以 𝐵为系数环的模？在 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 中，
纯张量 𝑏 ⊗ 𝑚将表示 𝑏乘以 𝑚的像 1 ⊗ 𝑚.
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命题 4.32 (标量扩张). 对任意 𝐴-模 𝑀，公式 𝑏′(𝑏 ⊗ 𝑚) = 𝑏′𝑏 ⊗ 𝑚在 𝑀𝐵 = 𝐵 ⊗𝐴 𝑀
上定义一个 𝐵-模结构，其中 𝑏, 𝑏′ ∈ 𝐵, 𝑚 ∈ 𝑀. 这个 𝐵-模称为 𝑀 沿 𝜑 的 标量扩张
（extension of scalars）. 若 𝑁 为 𝐵-模，𝑣 ∶ 𝑀 → 𝑁 为 𝐴-线性映射，则存在唯一的

𝐵-线性映射 𝑣̃ ∶ 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 → 𝑁，使 𝑣̃(1 ⊗ 𝑚) = 𝑣(𝑚) 对所有 𝑚 ∈ 𝑀 成立. 它由公式
𝑣̃(𝑏 ⊗ 𝑚) = 𝑏𝑣(𝑚)给出.

证明. 对固定的 𝑏′ ∈ 𝐵，(𝑏, 𝑚) ↦ 𝑏′𝑏 ⊗ 𝑚 是 𝐴-双线性的，故定义了 𝐵 ⊗𝐴 𝑀 上的
𝐴-线性算子；在纯张量上验证数乘公理即可. 映射 (𝑏, 𝑚) ↦ 𝑏𝑣(𝑚) 也是 𝐴-双线性的，
因为 𝑣(𝑎𝑚) = 𝜑(𝑎)𝑣(𝑚). 所得映射满足 𝑣̃(𝑏′𝑏 ⊗ 𝑚) = 𝑏′𝑣̃(𝑏 ⊗ 𝑚)，故为 𝐵-线性. 最
后，𝑏 ⊗ 𝑚 = 𝑏(1 ⊗ 𝑚)，而纯张量生成 𝐵 ⊗𝐴 𝑀，所以这样的 𝐵-线性映射唯一.

自然映射𝑀 → 𝑀𝐵, 𝑚 ↦ 1 ⊗ 𝑚不一定单射. 例如 𝜑为商映射 𝐴 → 𝐴/𝐼 时，标量
扩张同构于 𝑀/𝐼𝑀：理想 𝐼 中的每个元素都在这个商模上作用为零. 此时 𝑚 ↦ 1 ⊗ 𝑚
对应商映射𝑀 → 𝑀/𝐼𝑀，其核为 𝐼𝑀.

例 4.33 (实向量空间的复化). 设 𝐸 是实向量空间. 它的复化是 𝐸ℂ = ℂ ⊗ℝ 𝐸. 映射
(𝑎 + 𝑖𝑏) ⊗ 𝑣 ↦ (𝑎𝑣, 𝑏𝑣)给出实线性同构 𝐸ℂ ≃ 𝐸 ⊕ 𝐸，逆为 (𝑣, 𝑤) ↦ 1 ⊗ 𝑣 + 𝑖 ⊗ 𝑤.
将元素 1 ⊗ 𝑣 + 𝑖 ⊗ 𝑤简记为 𝑣 + 𝑖𝑤，则乘以 𝑖的作用为 𝑖(𝑣 + 𝑖𝑤) = −𝑤 + 𝑖𝑣.

实线性算子 𝑆 ∶ 𝐸 → 𝐸 延伸为复线性算子 𝑆ℂ(𝑣 + 𝑖𝑤) = 𝑆(𝑣) + 𝑖𝑆(𝑤). 例如实
平面上的算子 𝑆(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥)满足 𝑆2 = − idℝ2，没有实特征值；其复化 𝑆ℂ 则有特
征值 𝑖, −𝑖. 复化后的坐标公式仍为 (𝑥, 𝑦) ↦ (−𝑦, 𝑥)，但坐标现在可以取复数.

同样，对任意测度空间 𝑋 和 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞，𝐿𝑝(𝑋; ℝ) 的复化可以自然识别为
𝐿𝑝(𝑋; ℂ)：(𝑎 + 𝑖𝑏) ⊗ 𝑓 被送到 𝑎𝑓 + 𝑖𝑏𝑓 . 每个复值 𝐿𝑝 函数都唯一写成 𝑢 + 𝑖𝑣，其
中 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑝(𝑋; ℝ)，这说明上述映射是复向量空间同构. 实 𝐿𝑝 空间上的有界实线性算
子也因而按 𝑆ℂ(𝑢 + 𝑖𝑣) = 𝑆(𝑢) + 𝑖𝑆(𝑣)延伸到复 𝐿𝑝 空间.

例 4.34 (函数空间与完备化的必要性). 令 𝐶([0, 1])表示实值连续函数组成的 Banach
空间. 双线性映射

𝐶([0, 1]) × 𝐶([0, 1]) ⟶ 𝐶([0, 1]2), (𝑓 , 𝑔) ⟼ [(𝑥, 𝑦) ↦ 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑦)]

诱导一个单射
𝐶([0, 1]) ⊗ℝ 𝐶([0, 1]) ↪⟶ 𝐶([0, 1]2).

为了看出单射性，可把一个张量写成∑𝑟
𝑗=1 𝑓𝑗 ⊗ 𝑔𝑗，其中 𝑔1, … , 𝑔𝑟 线性无关. 若它所对

应的函数为零，则对每个 𝑥 ∈ [0, 1]都有∑𝑟
𝑗=1 𝑓𝑗(𝑥)𝑔𝑗 = 0；线性无关性给出 𝑓𝑗(𝑥) = 0，

故原张量为零. 它的像由所有有限和∑𝑟
𝑗=1 𝑓𝑗(𝑥)𝑔𝑗(𝑦) 组成；这类函数把两个变量分离

成有限多项.
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这个像在一致范数下不完备. 例如

ℎ𝑁(𝑥, 𝑦) =
𝑁

∑
𝑛=0

𝑥𝑛𝑦𝑛

𝑛!

属于上述像，并且在 [0, 1]2 上一致收敛到 ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑦. 但 ℎ 不能写成有限和
∑𝑟

𝑗=1 𝑓𝑗(𝑥)𝑔𝑗(𝑦). 否则函数族 𝑦 ↦ 𝑒𝑥𝑦（0 ≤ 𝑥 ≤ 1）将包含在 𝑔1, … , 𝑔𝑟 张成的有
限维空间中；而任取不同的 𝑥0, … , 𝑥𝑟，函数 𝑒𝑥0𝑦, … , 𝑒𝑥𝑟𝑦 线性无关. 最后一点可由假设
∑𝑟

𝑗=0 𝑐𝑗𝑒𝑥𝑗𝑦 = 0，再在 𝑦 = 0处依次取 0, 1, … , 𝑟 阶导数所得的 Vandermonde方程组
看出.

因此，代数张量积只记录有限和；当泛函分析需要容纳范数极限时，还要在张量积
上选取合适的范数并取完备化. 这就是后续完备张量积的出发点.

4.2.4 范畴及其基本例子

复化既把实向量空间 𝐸 变成 𝐸ℂ，也把实线性映射 𝑆 ∶ 𝐸 → 𝐹 变成复线性映射
𝑆ℂ ∶ 𝐸ℂ → 𝐹ℂ，其公式仍是 𝑆ℂ(𝑣 + 𝑖𝑤) = 𝑆(𝑣) + 𝑖𝑆(𝑤). 若 𝑇 ∶ 𝐹 → 𝐺 也是实线性
映射，则直接代入可得 (𝑇 ∘ 𝑆)ℂ = 𝑇ℂ ∘ 𝑆ℂ；恒等映射复化后仍是恒等映射. 因此，复化
同时作用于空间和线性映射，并保持映射的复合. 范畴正是把对象、对象之间的态射以
及复合规律作为整体来研究.

定义 4.35. 一个 .范 .畴（category）𝒞包含下列资料：

(1) 一类对象，记为 𝑋, 𝑌, …；

(2) 对任意两个对象 𝑋, 𝑌，一个态射集 Hom𝒞(𝑋, 𝑌)，其中的元素写作 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌；

(3) 对 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 与 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍，一个复合态射 𝑔 ∘ 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑍；

(4) 对每个对象 𝑋，一个恒等态射 id𝑋 ∶ 𝑋 → 𝑋 .

它们满足结合律 ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓 ) = (ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓，以及 𝑓 ∘ id𝑋 = 𝑓 = id𝑌 ∘𝑓 . 若 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 存
在态射 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑋，使 𝑔 ∘ 𝑓 = id𝑋 且 𝑓 ∘ 𝑔 = id𝑌，则称 𝑓 为 .同 .构（isomorphism），𝑔为 𝑓
的逆，并称 𝑋, 𝑌 同构.

态射不一定是集合之间的映射. 例如，把偏序关系看成态射时，态射只记录两个元
素能否比较. 因此，理解一个范畴必须同时说明它的对象与态射.

例 4.36 (若干基本范畴). 下列例子将反复出现.

(1) 集合为对象、集合映射为态射，得到集合范畴 Set. 其中的同构正是双射.
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(2) 拓扑空间为对象、连续映射为态射，得到拓扑空间范畴 Top. 其中的同构正是同
胚.

(3) 群为对象、群同态为态射，得到群范畴 Grp；阿贝尔群及其同态组成范畴 Ab.

(4) 交换含幺环为对象、保持幺元的环同态为态射，得到 CRing. 本讲所说的环范畴
均指这一范畴.

(5) 固定交换含幺环 𝐴. 𝐴-模为对象、𝐴-线性映射为态射，得到 𝐴-Mod.

(6) 偏序集 (𝑃, ≤) 也给出一个范畴：当且仅当 𝑥 ≤ 𝑦 时，从 𝑥 到 𝑦 有唯一态射. 复合
来自传递性，恒等态射来自 𝑥 ≤ 𝑥. 若偏序是反对称的，则两个对象同构当且仅当
它们相等.

这些范畴的复合均由原有映射的复合给出；偏序集范畴中的复合则由唯一性自动确定.

〔史略〕 范畴论的起源：何谓“自然”的同构

在代数拓扑的研究中，Samuel Eilenberg 与 Saunders Mac Lane 需要比
较同构与群同态之间的相容性. 两人在 1942 年发表《群论中的自然同构》，1945
年又在《自然等价的一般理论》中将这一问题推广到不同的数学结构，系统引
入范畴的语言. 该文开篇用向量空间的对偶解释“同构”与“自然同构”的区
别[2]pp. 231–236.

设 𝑉 为有限维实向量空间，记 𝑉∨ = Homℝ(𝑉, ℝ). 选定 𝑉 的基，把它送到
对偶基，便得到 𝑉 ≃ 𝑉∨，但这个同构依赖基的选择. 相比之下，双对偶 𝑉∨∨ =
Homℝ(𝑉∨, ℝ) 有一个不依赖基的取值映射 𝜄𝑉 ∶ 𝑉 → 𝑉∨∨，由 𝜄𝑉(𝑣)(𝜆) =
𝜆(𝑣)给出. 对每个非零 𝑣 ∈ 𝑉，取一组含 𝑣的基就能找到 𝜆 ∈ 𝑉∨ 使 𝜆(𝑣) ≠ 0，
故 𝜄𝑉 单射；两端维数相同，所以它是同构.
更重要的是，这个公式与所有线性映射相容. 再设 𝑊 为有限维实向量空间，

𝑆 ∶ 𝑉 → 𝑊 为线性映射. 对 Φ ∈ 𝑉∨∨、𝜆 ∈ 𝑊∨，规定 𝑆∨∨(Φ)(𝜆) = Φ(𝜆 ∘ 𝑆)，
便得到线性映射 𝑆∨∨ ∶ 𝑉∨∨ → 𝑊∨∨. 于是对每个 𝑣 ∈ 𝑉 及 𝜆 ∈ 𝑊∨，有

(𝑆∨∨(𝜄𝑉(𝑣)))(𝜆) = 𝜆(𝑆𝑣) = 𝜄𝑊(𝑆𝑣)(𝜆).

先作 𝑆 再进入双对偶，与先进入双对偶再作 𝑆∨∨，得到同一结果. 这种与线性映
射的相容性，正是此处“自然”的含义；要表达它，就须把空间与空间之间的映射一
起考察.
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Samuel Eilenberg
代数拓扑学家，范畴论的共同创立者.

Saunders Mac Lane
美国数学家，范畴论的共同创立者.3

Eilenberg与Mac Lane《自然等价的一般理论》
1945年，原刊第 231页题名

4.2.5 始对象与终对象

定义 4.37. 设 𝒞为范畴. 若对每个对象 𝑋 ∈ 𝒞，都存在唯一态射 𝐼 → 𝑋，则称 𝐼 为 𝒞
的 .始 .对 .象（initial object）. 若对每个 𝑋 ∈ 𝒞，都存在唯一态射 𝑋 → 𝑇，则称 𝑇 为 𝒞的
.终 .对 .象（terminal object）. 既是始对象又是终对象的对象称为 .零 .对 .象（zero object）.

始对象与终对象要求的是态射的存在性和唯一性，而不是对象本身字面相等.

命题 4.38 (始对象与终对象的唯一性). 一个范畴中的两个始对象之间存在唯一同构，两
个终对象之间也存在唯一同构.

证明. 设 𝐼, 𝐼′ 都是始对象. 由定义，存在唯一态射 𝑢 ∶ 𝐼 → 𝐼′ 与唯一态射 𝑣 ∶ 𝐼′ → 𝐼. 态
射 𝑣 ∘ 𝑢与 id𝐼 都从 𝐼 到 𝐼，故始对象的唯一性给出 𝑣 ∘ 𝑢 = id𝐼. 同理 𝑢 ∘ 𝑣 = id𝐼′. 因此
𝑢是同构，而且从 𝐼 到 𝐼′ 本来就只有一个态射，故此同构唯一. 终对象的证明把所有箭
头反向即可.

例 4.39 (基本范畴中的始对象与终对象). 在 Set中，空集是始对象，任意单点集是终对
象. 在 Top中，空空间是始对象，单点空间是终对象. 在 Grp与 Ab中，平凡群既是始
对象又是终对象. 在 𝐴-Mod中，零模是零对象.

在 CRing 中，ℤ 是始对象：对每个交换含幺环 𝑅，唯一的含幺环同态 ℤ → 𝑅 由
𝑛 ↦ 𝑛1𝑅 给出. 若把零环列为对象，则零环是终对象，因为每个环到零环只有一个含幺

3肖像均由 Konrad Jacobs 摄影，藏于 Oberwolfach 数学研究所照片档案，经 Wikimedia Commons 获取：
Eilenberg（1970年）；Mac Lane（约 1972年），采用 CC BY-SA 2.0 DE许可. 书影取自俄亥俄州立大学网页所存
JSTOR扫描件，为《Transactions of the American Mathematical Society》第 58卷第 231页题名.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Samuel_Eilenberg_MFO.jpeg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Saunders_MacLane.jpg
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/
https://people.math.osu.edu/cogdell.1/6112-Eilenberg%26MacLane-www.pdf
https://people.math.osu.edu/cogdell.1/6112-Eilenberg%26MacLane-www.pdf
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环同态. 若约定环必须满足 1 ≠ 0，零环被排除，此时这句终对象的结论也随之不再适
用.

4.2.6 幺半群与单对象范畴

命题 4.40 (对象的自同态幺半群). 设 𝑋 是范畴𝒞的对象. 全部自态射

End𝒞(𝑋) = Hom𝒞(𝑋, 𝑋)

以态射复合为乘法、以 id𝑋 为幺元，构成幺半群. 其中可逆元素恰好是 𝑋 的自同构.

证明. 态射复合的结合律就是幺半群乘法的结合律，恒等态射的公理说明 id𝑋 是幺元.
一个自态射在这个幺半群中可逆，当且仅当它作为态射存在双侧逆，这正是自同构的定
义.

反过来，设 𝑀 是幺半群. 取一个对象 ∗，令 Hom(∗, ∗) = 𝑀，并对 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑀 规定
𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑔𝑓，把恒等态射定义为 𝑀 的幺元. 幺半群公理恰好保证这些资料构成范畴，记
为𝒞𝑀.

𝑓 𝑔

𝑔𝑓

1𝑀 = id∗

∗

一个点 ∗表示唯一对象，每个 𝑓 ∈ 𝑀 都表示从 ∗回
到自身的箭头.
先沿 𝑓，再沿 𝑔 复合，所得箭头为 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝑔𝑓；幺元
1𝑀 对应恒等箭头 id∗.

幺半群𝑀 所确定的单对象范畴𝒞𝑀；图中画出部分自态射.

定理 4.41 (幺半群与单对象范畴). 幺半群与单对象范畴给出同一种结构：

𝑀 ⟼ 𝒞𝑀, 𝒞 ⟼ End𝒞(∗).

幺半群同态 𝜑 ∶ 𝑀 → 𝑁 恰好对应于保持恒等态射与复合的映射 𝒞𝑀 → 𝒞𝑁 . 因此，幺
半群范畴与单对象范畴所成的范畴等价.

证明. 从𝑀 构造𝒞𝑀 后再取唯一对象的自态射，所得幺半群就是𝑀. 从单对象范畴𝒞
取𝑀 = End𝒞(∗)，再构造𝒞𝑀，其对象、态射、恒等态射与复合都与𝒞相同.

映射 𝜑 ∶ 𝑀 → 𝑁 保持幺元与乘法，当且仅当对应的态射映射保持恒等态射与复合.
这也说明上述两个构造在同态层面互逆. 若把每个单对象范畴的唯一对象统一记为 ∗，
两边甚至严格互逆；不固定对象的名称时，得到通常意义下的等价.
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群是所有元素都可逆的幺半群. 因而，群对应于单对象范畴中每个态射都可逆的情
形；这样的范畴称为单对象群胚. 这个观察把群乘法解释为态射复合，也说明非交换幺
半群对应的单对象范畴一般不能交换态射的复合次序.

习题

(1) 纯张量与矩阵秩. 设 𝑉, 𝑊 是有限维 𝑘-向量空间，并分别选定一组基. 证明非零纯
张量恰好对应秩一矩阵；一个张量能写成的最少纯张量项数，等于对应矩阵的秩.
约定零张量的最少项数为 0.

(2) 非零纯张量的判别. 设 𝑉, 𝑊 为 𝑘-向量空间，取非零向量 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑤 ∈ 𝑊. 构造线
性泛函 𝜆 ∶ 𝑉 → 𝑘、𝜇 ∶ 𝑊 → 𝑘，使 𝜆(𝑣) = 𝜇(𝑤) = 1，再用张量积的泛性质证明
𝑣 ⊗ 𝑤 ≠ 0. 指出证明在哪一步使用了系数环是域.

(3) 有限阿贝尔群的张量积. 计算

(ℤ/4ℤ ⊕ ℤ/6ℤ) ⊗ℤ ℤ/8ℤ,

并证明对每个正整数 𝑛，都有 ℚ ⊗ℤ ℤ/𝑛ℤ = 0.

(4) 单射在张量后可以消失. 证明 2ℤ ⊗ℤ ℤ/2ℤ ≃ ℤ/2ℤ，且其中 2 ⊗ 1 ≠ 0. 说明包
含映射 2ℤ ↪ ℤ与 ℤ/2ℤ作张量后为何成为零映射.

(5) 复化与共轭. 对实向量空间 𝐸，证明 𝐽(𝑧 ⊗ 𝑣) = 𝑧 ⊗ 𝑣给出 𝐸ℂ上良定义的共轭线
性对合，并证明其不动点集合恰为 {1 ⊗ 𝑣 ∶ 𝑣 ∈ 𝐸}.

(6) 有限秩有界算子. 设 𝐸, 𝐹 是赋范 𝑘-向量空间，𝐸′ 是 𝐸 的连续对偶. 证明正文中
的映射 𝐸′ ⊗𝑘 𝐹 → Hom𝑘(𝐸, 𝐹) 是单射，其像恰好是有限秩有界算子. 再证明
𝑇𝜆,𝑦(𝑥) = 𝜆(𝑥)𝑦满足 ‖𝑇𝜆,𝑦‖ = ‖𝜆‖ ‖𝑦‖.

(7) 函数张量与完备化. 核查例 4.34中的单射，并证明 ℎ𝑁(𝑥, 𝑦) = ∑𝑁
𝑛=0 𝑥𝑛𝑦𝑛/𝑛!在

一致范数下是 Cauchy列. 证明其极限 𝑒𝑥𝑦 不在代数张量积的像中.

(8) 逐项核查范畴公理. 分别对 Set、Top、Grp 与 𝐴-Mod 写出态射复合和恒等态
射，并核查结合律及单位律. 说明这些范畴中的同构分别是什么.

(9) 始对象与终对象. 逐一证明例 4.39中关于 Set、Top、Grp与 𝐴-Mod的断言. 为
什么空集在 Set中不是终对象？

(10) 偏序集作为范畴. 设 (𝑃, ≤) 是偏序集. 证明它作为范畴的始对象恰好是 𝑃 的最
小元，终对象恰好是 𝑃的最大元. 以正整数的整除偏序为例，讨论始对象与终对象
是否存在.
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(11) 自同态幺半群. 设 𝑉 为 𝑘-向量空间. 描述 End𝑘(𝑉) 的幺半群结构，并证明其可
逆元素恰为 GL(𝑉). 当 𝑉 = 𝑘𝑛 时，把这一结论写成矩阵语言.

(12) 从幺半群恢复单对象范畴. 分别对 (ℕ0, +)、一个群 𝐺 以及二阶矩阵乘法幺半群
构造相应的单对象范畴. 说明哪些例子给出群胚，并证明幺半群同态恰好给出保
持恒等态射与复合的态射映射.
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